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dante des méthodes ou des artllices qnl ont pu nous y conduire, 
il eilsie certainement quelque démonstrallon simple qui poar- 
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PRÉFACE 




La llicüiie^iles lijjnes à . double cDiirbure, telle qu’elle' 
résulte aujout^’hui des travaux déjà anciens.de Monge, 
et de ceux plus récents de’plusieurs geonftètres coutem"- 


porains, comprend deux études^distinctes, 

La première, qui constitue en quelque sorte l’anatomie 
(lé ces lignes, a pour objet la recherche des propriétés que 


présente en chacun de ses points une ligne à double cour, 
luire' quelconque, et pour résultat de nombreuses for- 
mules exprimant les diverses relations de grandeur et de 
position qui existent entre les éléments correspondants' 
de la ligne considérée, du lieu des centres de courbure, 
(le la ligne de striction de la surface gauche des nor- 
males et de l’arète de rebroussement de là surface po-' 
laire. , • 

Dans la seconde, on considère dans toute leur étendue 
la ligne à double courbure primitive et chacune des lignes 
qui ert dérivent; les développées de cette ligne; les sur- 
faces, gauches ou développables, formées par les normales 
principales, par lés droites polaires ou rectiüantes, etc. 
A cette seconde étude enfin se rattache essentiellement la 
recherche des lignes à doublé courbure qui, considérées 
dans toute leur étendue, présentent en chacun de leurs 
|M)ints une même propriété; le résultat de cette recherche 
étant la définition géométrique (h> chacune de ces lignes 
d’après celle propriété. On voit que ce dernier problème. 


VI préface’- 

qu’i a pour objet, pour ainsi dire, de reconstruire d’une 
seule pièce une ligne à double courbure d’après les carac^ 
tères qu’elle présente en l’un de ses points, est l’inverse 
<lu premier, qui a dû te précéder, et qui devrait lui fournir 
les éléments de cette reconstruilion. Il présente aussi de 
bien plus grandes difficultés, et n'a été abordé que beau- 
coup plus tard, et dans ces dernières années, par un 
petit poinbre de géomètres, parmi lesquels nous citerons 
.JM. Puisent, qui a fixé le premier la nature des lignes dont 
les deux courbures, sont constantes; M. A.'Serret, qui a 
résolu par une méthode analytique très-élégante plusieurs 
des questions que nous aurons à étudier géométrique- 
ment; et M. Bertrand, à qui l’on doit plusieurs proposi- 
tions importantes conduisant à la classification des sur- 
faces gauches engendrées par les normales principales • 
il’une ligne à double courbure. 

La première Partie de ce livre a pour objet l’exposition 
de la tbÿorie, ainsi définie, des lignes à doubfe courbure. 

La marche que nous avons suivie est entièrement géo- 
métrique^ et n’exige aucun emprunt à l’analyse, ou. à la 
théorie des surfaces, si ce n’est dans quelques définitions 
ou dans un petit nombre de propositions universelleinent 
connues. On ne retrouvera donc dans nos calculs aucune 
des formules qui figurent habituellement dans la théorie 
analy ti(|uc des lignes à double courbure ; les coordonnées 
rectilignes ordinaires se trouveront elles-mêmes élimi.- 
nées, parce que nous aurons toujours læucontré, ou cru 
rencontrer, en dehors de ces coordonnées traditionnelles, 
les variables convenant le mieux aux questions que nous 
avions à étudier. 

On |)ourrait s'attendre, il est vrai..et d'après cette seule 
déclaration, à trouver seulement dans cet ouvrage une 
suite <le propositions, reliées entre elles, sans doute, par 
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■ ' ■ PiiÉfc^cv?,^ *s’ V *., i "VtL. 

. Tunilé dM-;iuief, nV^s mdépeü<jaiUes les-iuieXues atilves 

• au poiikf (le'vue dê*1â 4èmof|’$lralion. . . , , . 

Car c^«st là le. éaraclèrc^rdinaire de la Géoiuétrie : elle, 
offre T*areinenl ces. grandes voies, largement ouvef les» ■ 
eléganimenfsyn^triffups, familières’ à l’Analyse", et su.r 
lesquelles des fravaillenrs de^énie ont conlè un macadairi 
éternel. Ses grandes routes, à elle, . sont des-senliers . 
perdus à •traïei’S^, une forêt épaisse , î on y marche daïvs' . 

. l’ ombre; attentif à saisir ù ut premier rayon;. livais un' ré- 
: flet quelquetbis y parait ufç rayon; un rayon, une lueitr 

• vaine. la? sentier'cependaift s’élargit peu îr peu;. le sol 
■' résonne jnieux’,sOus,te!i pas raffônnjs; des ekirlés naisv , 

santés {fescendent lentement des- cimes qui paraissaient 

,* loutÿ rfieuré'qe recéler.qué la nuit, eti’mil insensible- - 

ment .saiccou'tume à la lumière. Le monde lujflveaii, qui '•* 

est au bout lie çe voyage 4e découvertes, aura d’ailleurs 

'• des dimensions diverses; le plus souvent une île, et q,uel- 

‘■(|üefois unfcontinent;.aû'gré de Dieu i pùis<jue’la loi dé 
•* - ■ • -, * , 

.nos pensées nous écjiappe. ef que notre esprit est en nous . 

comme un instrument quesa main a réglé d’avance', que • 

nous (lérabge'ons volontairement quélquefois, mais dont 

nous ignorons égalêmerit le. mécanisme actuel et les ex-^ 

pansions fututes, ' . 

■ , .Cependant, et malgré -uette .variété" de points de^ vue • 

inhérente à tffiitè cxplorafion/géoni^trique de quelque.; 

■ étendue,* nous espérons que- l’on trouvera, dans celle-ci 

des "conditions, d’uniformité suffisantes, et presque corn-, 

• parablesà.ccllés que'pourraif oj'û-ir Tanalyse.' La inétlrode . 

.qui nous a periiiis d’atteindre. à -v;e degré d’uniformité wt" 

( ontenue'dans cette observation évidente i Jj’s relations 

</i{i ('.vistént entre les éléments d'Une fi^re Jracée d'une\ - 

manière (fnetconqiie dans' l'esj>aee:,pem'ènf se sépare f’èe h 

deux classes; la première rcnfènmnl les relations de.si rijr- , 




T*, 
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VIIT , PRéFACE. . • i , 

ÛSKSx'kiswonde, les re/aftowi- .*iiétr>qiie!# : ei la détermi- . 

> nàlion des relations de grandeur décôul^ avec fac^té de ta . ' 
’dslérminatiQn des relations de [Misition. Or., c^esf cette pre- . - ^ 

inière partie du problèipe, consistant dans la recherche 
des relations de position le plus immédiatement utiles,, 
que nous croyons avoir résolu d’une manière uniforme, 
p'ar Pintroduction de certaines lignes sphériques auxi- - 
Miaires, que nous nommons indicatrices, et qui- inter- 
viennent à p.eu près sans interruption dans toute la prêt- , , 
mière pîirtie de cet ouvrag[e , ' . , • < , . • i 

' Dans-la Seconde et dernière Partie, les lignes à doublé • 
.courbure sont considérées comme représentant, sur une ' 
sqrfacé déterminée, la trojectoire d’un point matériel en - ... 
mouvementé où la ligure d’un fil eu équilibre. On recon- ’ • 
naitrà aisément que le fond et la forme en sont également ' * 
nouveaux et l’on pourra trouver au commencemenldes 
chapitres X et XI l’indication des résultats obtenus, que 
nous omettons -ici. , - ' - ; 
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PREMIÈRE PARTIE. 


.■ .I HElTRIt* GÉOMÉTRIQL B DES LlGi^ES V DOUBLE COI BlîURE. 


HistuRiqi'e, page i. 


CHAPITRE f. 


^ PROPOSITIONS PKÈUMI.NAIRES. 

Dp (ieiix.tas partieûlîers dans lesquels.il eiiste une relation simple entre 
■ la première çourburç d’uno ligne, et celle de sa projection ortliogo-' 

' nale, p.'c. • ' ’ 

' ^ De la courbure géodésique .d’une ligne tracée sur une siÈrlacc; définition ' 

H ’ ' ' •* * 

. . et'théôrémes; U, . = — p. 8. ' 

, . ;•* cosn . . 

Tliéarème relatif àla distribution des plans tangents à une surface gauche, 

■ ' le long d'une même génératrice de la surface, p. lo. 

Théorémq de .Mi'unier. T'oie la Note, V, p. ïTt). • ~ 

• . 4 . ‘ ^ • 

•y. , CHAPITRE 11. y 

DES PRoVriRTÈS UESCRIPTIVES r.O'HMl.NES A TOUTES LES LIGWKS 
A bOl'BLE C.OURBI'RE. 


Triple défioitiniA du plan oscnUîtfur. Les trois” iléfini lions sont éi[ui\a- 
lent'oë, p. I a. \ ‘ ' 

tt/Y//ir de la distance d un point de la courbe' au plan osculateur infiniment 
voisin, p. 14. ; 

(hdre de la plus courte distance entre deux tangentes infiniment voi- 
. Sines, p. 14. ' ■ 

Définitions relativos-à la première et à la seconde courbure, p. i5. 
Identité du cercle nsculalvur et du cr.irle île couiiure; centre commun dé 
ces cercles, situé snr la iiorimilc pritici/Milc et sur la elivile /joùiire cor- 
respondantes, p. i6, , , ‘ 

Siirfacc- ftoliiiir : bon aiéle.dc lebioussement est le 'lieu des centrés des 
^sphères osculatrices; /r.» iléccloppecs de la li.gne priipitive fniinentune 
série (le lignes géqdésiques de la surface; ihénrriiic ilr lùnincr, p. 17.’ 
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^ *• ■ •— î— g^jlrBLK DBS MAl-lÉ^E-»,' ' ' ^ .. , . 

Tliciti riiii- lie Ijmt n’l, l'oMrnisîWnl lu (léüniti<nr(U;.,lii iK; la 


ti^nr lies 'i:rn(n‘s' tif <•ollrb^lr^'.i^ÿyp» lo fléveloppqiieiit dC la'a'irfaixT 
(wlaife »nr im plati, p. ij).^ 


.lar'ligîie des cpliirçsdft^i'inuftuire^i’esl imwt dçvÿlopl^* ilafts' le; ea\. ‘ 
nù la ligne [>{j^^vO'és{ planel. p.. «i . ■ '■ 7 ^' , 

KvIjhiuiis desiTiiHivw TJi'iire une lijihe ([ueleoilquo et.jVné 

ldppét*3, p. -l'i. 

Si l’ime- des dé^doppées est u ne hélice, lu ligné pFhiiili%é est plane, p.. %3. 
l'une {les iléveiop|)écs esl iine ligne güodésiqno «Vûii la_ li<jne pri'' 
niiUve est spbérit|U8, la spllért- i|ui la ëuiitieiil ~<fest roiù-ejtlFi^iie -an 

^ O -• ^ ^ S= 1 . ■ ‘ . - 


c6m\ *{). 23: 


CHAPITUE llt.‘ 


ÉLÈÏENTS . PU KfKl^ETiaE sélIFlUOI E INttNIftiSIMAl E.-. V 
î f . • • [ ' 

L />(' / lire rie ^rii/iil ceijrle t(Wgriit ti ii/ii; tijfiie sjihéei<l«é~ _ - 

■ l'oiTDiiles'rfivcrs<»s, i>.'or4. ' •■■ 

■ Appliquons ■■ à la lo/irliolt/r sj^jiériqucÿ p. ad. ' ■ / \ . . ’ 

A la jMi'iltiire d'nne ligne spliérittue;, p. ■xi.’. v ~ . ■ 

A la courbe /»|ro8p, + «;jCosp^ + . ^,,_;=:ètmstaîite; p. d'>. 

^7 Au iheunnnt iie Ijexell, p. U 71 , ■ , ' 


IT.' Cerelc tir l oiirhiire, erreie nscvliih iie^ et iléiièÙipiire’ tC une U^ne 


rit) HP. • 1: : . 

hei nnies el défin itions, p. aj.- ' ' ' / ' . . ' . - ~ ^ j. 

~ Le cercle ttseuiateiir et le cercle de niiiHmie. .spfiéi^/iit: eqiiyidOiit;- î 
.-eUc [)élc' cppttmin de ces ecrclcs est la limite fld'{turut irinler- 
s«'c.tî(Mi do deux atrs normaux inlinimént voisins, p. 3i él 
læs xircs' normaux d'iine ligne sphériipic sont tangents a m ilHvfo/>- 
jv’p sphrriyup ; el leur dilférenee- esl égale à Tare edrrespiiJidant 
de la dcvelopfwe, p. 34* « T’’ TT- - •' ■■ ^ ^ T 

Rélalioti entre les rayons de première et dé seconde xOTirhliré arime . 

/r/e N' ' ” * — ' 

- ligné sphérkiue (J. A-. Sé;re,|) I 1 , p. 3â. . — ■ — ^ •• 

llepixisentalion géométrique du rayon de sCConde-eoùrbiue. ei pro’, 
priélé rie la ligne siihériqmydmii In scconflc*fonrbpre est eoii- 
' • slânie, p. 37 (H 38. > . ' : _ '• ■> .• | 7 ^ ^ !*” * TT7 7 

Toute Jigno.splrérique dont Ut première courbure est* coiislaiile, est 
1111 pelit c'crcle'de la sphère. p.,3H. ■ 


'Uotftp hélice sphériqne esUiine développante duo petif cercle de la 
spliere, p. 3;). 


l'\piVssi»ns dinnsés du ravoii lU- coiiilniré géodésiqiiç d'imo ligne 
■ spllér ii|Ue. p. 4'.'. ■ i_ L. 


(u‘ilL’rah>alnm d uno lormuk- *1 liuiiT ' p. j-/. « 

- — “ f ^u\^ . A- , 
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A|>|iliculion!; ■ à. 1 sttliérique rapptM'tée.à-aun pyiiti^. ■ . .-r. 

r ■=ti‘ U' D. r--. ■ . •• — ^ . -Tr-=_ 

• « • ' ...■’> . . • 

A lellijâe spliériqug rapportée à l^m de^sfes Ifeyers; •coristrugllciK'cKi 
centre de côurhare fphériijaè,^\>. 44 46- ' • 

A la loxodromie spliëriquç ; '?ütàtriiclK)n dy renjityde CQ.urbtlré sphé- ■ 
rique, anajogue à cetlc qiii donne le cétitre rie cmtrbiiré.jc la s})i - 
rale lôga^ithmiquo; et/ayon dckSBfônde coflrbtiffi tl^la |oxodrorfllô, 
p;47. . • \ ~ 


111. Des ■enveloppés iphériqftesi 


De l’envelopi» d’une série cUàrpS de {.«rdhd cer(Te*menéi, par Tés dif^ 
ré i e ii ts pui t ils ü;uirê I f^' i ié 8pliéi ' mue.f l omiée; s o us rine-'i i iVli ri ai soii; 
dont la loi est donnée* ; cas 'otl l’indinaison^st congtanlè, p. 48 efr 5o.i.' 
Hayon de courbure d’-ime Yoùtette- sphérique, y. 5i ■ , ■ % ■ - . 

Construction du centre <hi-co.urfaure sphériqiio de la cydoTdgr'p>53. 
IJepicycloïde, .engendrée T>àr un point d’un griind cercle de la sphère 
roulartt sur -un.pèlil cerclje, 'est fine hé|.ictt 9ph4^'“^>»^ *’**''*'^'**‘' 
une courbe’ rcctiûàble (Claitaut, Hernuulli T, .p. .W.'* ' . ■ 

De la ligné dont h» rayon de courbure spliéricjug est d.ouble ,d^ l’are" 
normal teriaiiK? à un^.and cerde-frae, p.'53.‘ ~ " ' ■ • • , 


Problème de Cardan sur la spliève, p..54-: 


Le niouvefnent d’une ligure spiiérique,.sur la sph^.à-' lagpello .elle 
. ^ ' appartient, présente-t-il ries pxqpciétés' analogues 'à Belles déhou- 
. vertes.. par M.- Bresse, po‘ur. le 'cas du plaij, p. 58- é-'o>>. aussi Ja- 

Note 111, p. 266, -. r ' — -rj-* . . i 

‘ ~ . * ' ' ' ■ 

IV. Sur divers usn^es du jjrtncipe de diùilité q ui léfidte de ta iMdrie de.s 
figtires sttpplêinentnireXy p. 5^\.y r ' ' ’ • . . ~- 

Applications vaux aoprb'es '»i.'sin/.)-4-/»'.sinA>'-h • ~coè»tantc ;, 

é»-l7/j'— constant.ej. .■«•,sin/i'..Éiny'== constante,?,p._6o. ■ ■ ■■ '■. 

igné spnériqiié ayant pour /Ærtoi/y mi grand op ’^ 


A ladétinilion de la jigne 

un petit cerçle; p. 63,„ • • . . 

la recherche de la dÉVeJoppée de.l’eUipse st)hérique.,.p.'’<54. 

De i/iiet/iiiL’x pmprii‘tèi. kniitielft'.'!’ dm cnnn/nes spliérifiu/ts: > 


Indication somlnalr’o de •la rn^ôde. de M. Borgnet. p..t.fi(>. 
Lemines, -p. '6 8. ■ 

Propriétés,' rt 
sphériques,^' p. ;.i 


Cas particqlier^dlkla ~ pdmbnie ifhmqp». ‘déji’t ObtenQ par M~« Borgut'l . ' 
p. "3. ^ c ■ - ' - 

Li^ déiTil jiae le. SoUituct d'un itiiglc droit circonsiTil à- nik' para - 
bole.s|iliériqiuvi.Bi)rà,iiet r, •)!. r t.'. ' t ~ 


l.ioii de.s jii'ojcclioiiV'du.lotiT dime couôpie sphéfKi’uc sur les uicji, 
de gi'Hiiri d'iatli'- tangents, à la vnrntie.''Tit'^ 
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TAB'LK IHJS' MATIKür.’Si. 


.. .OUPITHE IV. 


B« L lNDICAiBU:!': SI'llttmjCK7~ 


l)clinitioii (le-t iiidiratiicc Spliüiiquc A’uw; ligne a (iouble foriibiire, p. 7â. 
Kclatioii^ UjhhiiMii’ri'i.'niro la ligne -primkive'cl '^n indicatrice, yi. 
llelatioiis'«a'ftïV/iif'.v, ^i.v6. 


Ht' ik'irx aulVa8''hfîne!5’s|i!iérKjii(>Sj ('pnjugueiTs- à ligne .(>rimiii\o; e^do 
. leurs relattons- avQc l iniliratriçt^p. 77- • ^ 


ClfAlMTR*: .V. 


W DivBR s ÉLtaiàttg *BtK P 6 t TM i rmi.s et ' pÉ''myB«isBs ukam iëurs que 

' •. * ^ • - ï 

L<)?l PEUT WOIR <■ COXSIPf^ER E^■ C.lixmili TOIXT l> t'MB l.lliNE A 
BOUrLf. COÉRBLHK QliEU'ONQLE; V0RSHA.ES .DIVERSES. 

, ; y » * t 

■\ugle *i.ile ^oux DOinwIes jn'iuci pales' oéns^'.ulives, p. 7(). 

Direction,- position cl gilnideur de la plus cuiirte dislaiiej' entre res iioi- 
uialès, 79; • ■ y .. i\ ^ ^ ^ 

I .uclticicnt (Ift (listrjinition dee plans tangfi^s^ la siiiihi e sauulie des nor - 
. males, • p. 79, / ’. . 

Ra)<on U (le la sphère osculali'ice, p. 8» . . , -, 

Klémtmis tlivïrs relatifs à la ligne ^es centres (lu courbure et l aiéte de 
*. rebroussement, de'la surfacD polaire, p'. 8i. ' ' . 

Ordre de. la dispSnce entre deux droites coèsécutivcs d’une série (piel- 
(■(UKiUe’-. HiéBndne.de M. Boiicpiel, p. 8i(. 

Expression ililîérenliellc de la distance entre deux tangeptes conysécutives 
d'uno’ ligne à double eobrbifre ( O. Itounetly p. Ç'i. • . ; 


.. y • . CII.MUTHE VJ. 

:■ . TnÉÔRÉMES.. - y. " 

• , .*,* ». 

De. la courbe dont les tangentefe rencontront une spliere lixe sous un angle 
con.'ilant, p. .88, : 

Vco/rc. De la surface développable dont une.ii'gne de courbnre est plane 
ou sphérique, p. 89. ■ , ’ . 

.'fliéoréme do .lacdbi sur la ligne formée par les extrémfuis des rayons 
d'une sphère, parallèles apx’iiorraales principales d’pne ligne à double 


Sr les' normales principales sont parallèles à un mî-ine plan, lacoyriieçsl 
une hélice (Bertrand), p. 91. ^ -J 

Si les normales principales sont parallères mi.t génératrices d’un rêne de. 
réxoliition. la coErlK! est une ligne géodési(iue d'un hélijs;DÏ(le dévelop- 
pable, p. ()•/.; ' ■■ . 
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« 


l>e la roijrbc dont U's'normaW. p^Hicipalcjs s'appment iioo/iliDitc . 
(i\e, (..g}. . . . ‘ • 

fCqiialiui) des liynas’ géode'siqu'i's d'un«_ surface de révolufion'. . • 

/ .sini = cnn8tante.(Clairant), |). g 3 ^ J , . ‘ 

L)(^ la courbe dont les normales principales rencontrent ii;ie drpitc fix<^ ^ 
sous un angle constant, p. 97- . . • ' 

D(;s relations existant entre une ligne-,' dont la première «oitrliuCe est con- 
stante, et le lieu des rentres de courbure dp cette ligniê ; théorème de 
M, Bouquet, p. g8. • ■. •••■ . - ^ ' 

Si le rapport des deux courbures est cmslant, la courbé est une hélic<? • 
(Bertrand), p. 100. . . 

Si chacune des deux courbures est constante, la-courlK'.os.f une hélice -, 
tracée sur un cylindre ‘da'^iolution (,Puiseux), p. 100. ' ■ ' 

De 17 (c 7 /rc cylimlro-comquv ; définitiop el ih^rèmCj p.,ioi. 

De la courbe qui coupe sods deS ariglps. constants les- génératrices d’\ni . ^ 
cylindre et d’un cône dcait elle estJa cojnmu'nc intersection, p. loa. ^ 
Du cas où la courbe primitive? et la digne(^as centres de côurbure sont 
deux hélices tracées- surxles cylindres parallèles, p. toi. ; ' _ 

Dans toute hélice cylindro-coniijue, la .ligne -tic striction dé la surftu'c 
gauche des normales, la ligne dos centres do couCbure et l'aréte de. - 
rebroussement de là surface (tolairc sont trois hélices cylindro-cpniques; 
de même axe et de môme sommet que la proposée, p. io 5 . ' . 

De la ligne à double .courbure dont les normales principales peuvent coin- * 
cider avec les normales princijiales d'une seconde ligne -: théorème de ” 
M. Bertrand, p. 109. ^ ^ ’~ 77 - ^ ““ 

S’il existe une relation linéaire entre les deux courbures d’unc'ligne, on 
■ peut construire une se.conde ligne ayant mêmes normales principal(>s 
que la première, p. 11 3 . - , -, 

De la ligne dont les normales principales sont en même temps normale^^ 
principales de deux autres lignes, p.- 1 1 5 . ■ ■ ■ , - ~- 

.Scnlic. Toute surface gauche dont les rayons de courbure sont eu chaque 
point ^aux et de signes contraires, est un héliyoïde à plan directeur 
(Meunier), p. 1 iti. , ' 


eHAPlTHE Vil. 


DES LIGNES TR.XCÉES ' SLR CNE SCRKAÇB DE RlïVOtCTION. SECTIONS ' 
planes; lignes et cercles (iÉQUÉSlQCES ; UIXODBOMIES ET . 

LIGNES d’ombre. . \ 

• . * 

Sections planes : théorème aie M. Yvon.Villafçéau; adiré théorème aiia- 
, logue, p . 117. • • - ■ — 

^ .Lignes gèodesiqiies : application de la méthode de Maclaurin'à la recherche ' 

- de leur équation, p. 1 19. . • - ^ ^ T ~ 


Théorème sur le triangle géodesique, p. lai. 
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. • jj^ïoSsion dyl angle de contingence Hé<Riesi(iue il'one hgne (iHelcoiuiue, 


, . p. 122. . • ; • . \ • 

Parmi tes lignes, <lc longueur dognee. qui Sur une stK'ace de revouuion 


réunissent déux'pténis donnée r* Iroip.ei'' celle qui envtdopiie une aire 

- 

rnaximum, jt. laa. ’ 

• -x. 

loxothinmes, p.' I24. 


Expre.ssioh <in rayon de oQurbure géodéeique d-’iine \dxodromie, p. laS. 


^ VVi ./fgVcr aTornArc-relativqs à des râyoris incidents ‘parallèles, p. is 6 . 


' Toute surface de.n 6 volution, qui admet une ligne* d’pmbre plane- est du 

• » 

. îfetipniKdogré (Ob la GiiuriK,'i;idi‘, p;_i27. 

■ • V> ' * •' " <’* •*' • 

- 


• EHAmKJiVW.* 

• . 


■ . . BES l.lfiMBS «HAREM 'BIH •I NF. SURFACE DEVELOPPABLE. ‘ 




Leinme rolalif au rayoïj^de courbure .géodésiquo, p. i-ai). 

• 

Kprmules; ri'laiivps âii\ iNiurlR’S'tracéi's.sur iiiL.-rybndre. p. 1 3 o. 


• AppliCatiohs.tp. i 33 . . ' , 

.* .formules reiftiivu?? aux €onri>f^ iracees'-sur an cône, u. 


‘Applications, p-, i3.i. . 1 ' 

.V'o/rt’.'Dfi l’équation jiénéralé des lignes tracées sur un cylindre ou sur 
Htf cène do révolution; 

,Forrmile?* rniatives aux céurhes traceps sur une surface développable, 
p. i^8.‘ V ... 

Applicatijns’î’.p. i38. 

. I.e> trajpoloiros- des génératricl’s rectili'gn<!S d’un héliço'ide développable 
sont des hélices, et ses lignes de courtnire Sont des çourl)es planes. 

, P- Mo- , ' . ' • ' . 

.Troute- surface développable^ dont une jiglie de courbure est plane, est un 
héliçofde'; ibéorome dé M. Jodchimstal, p. 142 - " . 

Kaire passer,' par une hélice dmiu- doniiée, une surface développable telle 
■ que l’hélice se transforme en un cercle de rayon donné, par le dévelop- 
jrenjeirt dé cetUt surface sur juiT plan, ^1. 142 . . • . . , 

. ■ . ■■ v'. ■■■ 


/ ‘ . • CHAPII'RE IX. 

DKS J.IGNES- TR VCfiES SCR i'NK SI’RF.VCR liAUCHE. 

■ ,()l»Ser\alions préliminaires.;, noUtions et d'éfinitigns, p. i43. 

. Kurtnnles fondamentales, p, i44,el i47- . - - 

RepréscnUition sjihériqnc.cTuno-sjirfacc gaucfi’e et des lignés les plus re- 
* , marqiiablés, ligne-'de^'trictieii,'lignes de cotirbiiro, lignes géodesiquos, 
‘ ' tignes .i.synipiotiques et ligm*» d'ombre d’une telle surface, |i. i46. 
.Hayon vie courbure geodésique d’uné trajectoire des génératrices recti - 
lignes, ^p. i48. , 
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rt^^/îi ttgur tir sirirlil’ii , tlu;i»ri‘tpes U'Iulifîj iuixifas uù {H‘lltî 

«-si iim^ ti'iijei lo'ue di>s ;£éMei alricos’, ûno ligne géodésit^M'-'i.oii uiio . 
ligne iisymptoliiiiie de la surface, y. • ’ • 

liqiiiUitm ^hwntlr des lig!^ '^ràtlrsitjiies, 

Itans teiri triaiigle géqclés'tq.ueV.vfÂVe ayant pnui; Anw la ligne de strièlion, 
la "éiv&ratriee j-ecliligiic tesae' (lu sommet eït poriamrtk'ûlaire à la^L>ase. 

■ et divmtj.lnngld au JOmmct nm deux parties égales, p. i54; , . - 

Autre t.liéwpgpt^suF'lc tçiifnglo gtÿxtôàjriue.,' p. i54. ^ 


tirs Itgrir-^.ilr rhavliiirr entre certaines rtiiirilo/uirrx n • 
Ifi jtiirJficr, J*. lâJ.x . - ' ' ' 

(Vfipilion d». là* •giybtie 'gauche* rfwj.IO(Ues lea lign» de.runetles cour-» 

• hfirisà adnt (^kr//.r/w»c.r ile' la lig^ striction, rêlativeiueiit aiiM'seg- *■ 

. nÆnVs ii|tercé('téSsiur les gériëi:îrtrices> p. i 5 (>. r <■; ^ 

Si les ITgnes de céiiYbiire sont éi|uidislautés de )a Kgnu,d6.etmlion, -êt si 
. celle-ci, est mie 'trajectoire des génératrices, la surface est un liyperbo- 
toïde de révolution, p. 

•Si les Ijgnes de pretniOre coùrburg sont planes, et jsitiiécs dans dos plans 
IKirtiHèles'; la surfaga'cst un hyperbiolbjde "de révolution, .p.'ida. f.'oir 
aussi ,1a (Note t, a- -^ai. ^ 

s>i l’inclinaison dés lignes do l’iinç dw cmirinues sur fns génératrices riH- - 
; tü^nos a la même valear en tous les points de' k surface, celle-ci est • 

, un liéliçoïde gâucbe à plan tlirecleur, p, idp. • . . ^ . 

Dékrjrtjnation de.s lignes da (Cgurbure des Surfaces gauches du ^coiid • 

, dégrè, défluito de ta représen talion sphérique de ces surfaces ,et dos 
' propriétés dea coniques spliériqües, p.- i6a. ~ _■ •! • 

Ju/Oalion génrnilr tirs lignes iisyitiplntiques, pi ,iÇ 5 . . ' . • 

Dans toule 'suffacc -gauciic, à plan directeur, les (tgiies asyinplotiqties 
div usent les génératrices rectdignes en segments proportionnels', p. ifitJ. 
Daqs une surface gauche quelconque, les lignes asymptotiques déter- 
; • injncnt sur les génératrices rectilignes des divisions komn^mphUiues, ' 

p. iCS. ' _ ‘ I • - . • 

Eifiuitioit^génêralé des lignés d'ombre relatives à des rnrùiis- incidents i»i- 

' rnilrirs, 17g.. ^ - ’ . ^ 

Des triangles /uvotqnfx, formés par des lignes d’omhrc,- et, dont lés som- 
mets glissent sur -des génératrice» 'rectilignes dennéps 


lihif décrit lui-inéme une génératrice: ou hien, le 


un point lixé, p. i?-,». 


le sommet 

cété lihrr passe par 


.Srii/ir sur le réle de rindicalrice, et solution géométrique de ce pro - 
hléine : Toutes les lignes de courbure d’upe surfage étant plam<s, Irou- 
•' \er les relalioijs de position ipio 'présentent le.s plans de toutes ces: 


•lignes, p. i7.‘i. / f)i> aussi la Note 11, p. àÿS. 
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SECOl^DE PARTIE. 


■ ’j 


IHKOniK MHCAMQUE 1>ES UC.N^S A »OliHLE COtJKlUiKK 


% 


■' CHAPITRï: 

DËS LIGNES A DOUBLE COURBURE 'CONSIDÉRÉES cmiHE YRAJECTOIRES 
, D UN POINT MATÉRIEL EN IBDIIVEMKNT SUR UNE . Sl IfFACE. ■. . 

Ilisloriqiic, p. i8i. - 

§ I. -Du mmireiiieiit iCuii point sur une surfure ipiKlcisiiqiie : iLoorc’nic 
londamental, p. 184. ~ ^ ’ 


■ • • r —I 

. «angV.. 


Forrpi)los générales fournissant la Vitesse dumpbile e =C}< 

* . • . , ‘ 

'le rayon de courbure géodésique de la trajectoire/-^ =; ^ i 

• • . ■ 1'^ " 

-.et la pression exercée par le mobile sur la siirfacç X — ^ — Geos?, 

p. i8ü. ' ' • 

§ 11. Du inniircnient d’un point sur un cylindrt:, p. 188. ’ , 

. ..R^uction générale au naouvement ciaiTS le plan; apptication à'Ia pa- 
rabole crlindrique, p. 189. v 

Sj in. Du mouvement d'un point sur un efine : .Réduction au mouvement 
dans le plan, p. 191. ' ■» 

Scoiie, La tmjeetoire d’un point qui se meut sur une surface dêveiop- 
s pablc, et la vitesse, du mobile en chaque point de la trajectoirt!, se 
conservent dans le développement de la^ surface sur up plan, pourvu 

que P- »94- ■ , ^ 

§ IV. Du mouvement sur la sphère : Hypothèses et notation, p, ipS. 

Cas général des forces extérieures /■«nfo/zm/tfev,- pression, rayon de 
courbure géodésique de la trajectoire, et vitesse : La vitesse, en 
chaque qioint, est inversement proportionnelle au .'i/m.v de la dis - 
tance sphérique du centre des forces concourantes, à l’arc de grand 
cercle tangent à la trajectoire au point considéré, p. 196. 
Formules analogues à celles d’Am[)ére, p. tpsT 


Cas des forces extérieuttçs parallèles ; formules gén érales, p. 200. • 
'Applications-.: au ptindulo sphérique; établissement de toutes les 
formules ordinaires, p, aoo. , . ^ ^ 

Cas où la trajectoire est un cercle : circonslaiices initiales,, pvaoa. 
Loi des forces, parallèles capables de faire parcourir iiu mobile un 
petit cercle quelconque, . p. ao3; une ellipse sphériqiu; ■ dont l'uii 
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^tlf.s l<ly^■l^ i‘>t au |Hiiiit le plus bas ik‘ Ui sjiiiéiv, ,{>. ,m )4 hiiü 
10X111111111110. ••• -, |>. «> 4 ; une ellipse sphériijue dont le centré 
;iti point Iw plos- ba^ p: ao 5 T 


. ' i tunUuirc du yroblémc prùcéileiil : MouvemeiU o.»i<‘Ulatoife d uii point . , ' > 

/ ■ sur un iirc déUirtiiiné d V////xvf pltim\ sous l’iiiftucnce d une fércc \ •' 

. . éiiuiiumt Ju ceulrc (lo Tollipso, cl d une force /»yw/,v«x' 

. ïliriiÀoo iioriiomliciiluif'i'iiioiil h l'im ilt'n luis, p. 'iu8 . — = — ^ . ' ' 

■.\ria)ügîvs, . . ' * ' , '• 

V; />« moui’èmcnt .<ur uni' surjun’ Hr iùviiliitiiui. ’ ' 

Formules, génoises ctiipplicatioiis, (>. ao<) (it uti». i . ■ 

^ L. Du' luiiiKciuehl mtr une i tu/st- fuiriuiilit'n; ilf surhn fjt gfiiicJiua^ ^ 


!'■ 'Aia. 


S VII . Oc‘ la bnuInxïirrlii-oHc sur, uu^ xurfitce, dt; révotuliun, et erl parti-' • 
i'mIwi Mir ùi sfi/iùm, p. 'J! i j, ' 

^ Application de là niétliodc de Maeburin à la rerhertho do' la bra- 
' '■ diistoch rone," [>. a 1 5 . ^ ^ i ■ ' * '■ .• 

ta vitesse en diaque point de la bradiistuchrone sphérique est di- 
rectement pi’opdrtionndle aii *7H«.ï de Fa distance Sjihérique du . < . 
. ■ • point le plus bas de'la spluWà l’arc de grand cercle tangent à la > 
courbe, p. aT8’. ' ' ■ 

'■ L Reprêseiilation géométrique du loinps dans une brachislodirOBe . 

. plane ou sphérique, p. aiq. • " . , ■ , . 

•Division géométrique de la. bradiistochronc plane en ares partiels 
. isociirimcs, p.-- 2 'io-. ‘ . .. . - .. 


CHAPITRE XI. - 


np.S l.iU.NKS A nUlBi.E ÇOCBBIRK CONSiJlËHËES COMME FUltiOES 
' - »’ÉQUH.1BBK n’ UN. ril. Qlkl BEl'OSF SLR l'NE SURFACE. î 

' ' ■ ' , ■ , . . ' < . , * 
.Historique, p. aia. • ' ' . ^ ' . • ' ■ -i 

* § I. Principes géneraux rclntijs auj: courbes funiêulûirès rr]msanl sur Une 
surface i/uclconque deux théorèmes fondamentanx, p. -jcii et 2 î 5 . 

lil T = C.t''Xïàô|t. 
T 


Formules générales fournissant : la tension du lil ‘ 
le rayon do courbure géodésique du lil, r^ 


Crl et la 


^ " üsiny.sinV 

' T 

pression exercée par le fd sur la surface, N = ^ — ü coS-y, • 

P-227-, , ; ^ ' 1 

s R- courbes fanicuJnires planes : l’ormuh's générales, et applications, 

p. 2 'a 8. \- • ■ ■ . ' ' ■ 

- § 111 . Des faiirbçs faïucu/aircf: ejUnttriques 'r dléductioà générale aux. 

^ ^ 1 — 
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:^Vlll ' TAUI F. DES MATIERES. • 

cDOrbt'S funitiiluin's pluncs, jipiilii'alioii.à la ehainWtc Tylliiilfimic; le 
plan osculaleur de cette rourbe coupe la surface sous un anEçle eon.stant, 

'dans le cas où le cylindre est de révolution, p. a36 et a'JS. “ - 
■ ' 

ij IV. Dm rmiriM'S funh ulnires reposant xur un rônr : I\é<iuçlion générale 
aux courbes funit'iriÿùres |)lane,s; -application au problème, déjà traite 
' par Bobillier, de la chaînette sur un cène de révolution, p. et'a4i. 

' Î 5 V. 7>.ï CHHrèc.v/«rt<r//4('//mv Ay;/(è/ 7 V/Hci Formules générales; tension et ^ .. 
• rayon'de courbure géodésique du til, pression exercée sur la Surface . 

■ aulres'formules, p. 243 ot ’-44' . ‘ ' 

Application à la chainette sphérique,' déjà étudiée par Bobillier, <# 

• remarques sur sa solution, p. 245 .” 

.§ VI. Des nnuloffies i/iie présentent le nimwement rTutr fannl inntc/iet cf 
réquitibre d’un fil, suivant une' même eouHic mirée sur une surfin-e 
. quetennqac, p. 247 . ' ' ' * 

l.es, forces extérieures qui, en chaque (wint dr la courbe. lionneo,- 
agissent sur le fri et sur le mobile, étant directement opposétS..; 

■ 1 “ la -vitesse du mobile et la tension du fil, ^ux mémespoints (fa la . 

•. ,• çoùrbe donnée, demeurent dans ua rapport constant ; 2 " la fom; 

'■ extérienre qui produit le mouvement, estégale à la force corres- • 

> pondante qui maintient l’équilibre, multipliée par la tension du lil ; ' * 
ou, inversement, la force maintenant l'équilibre est égale à la force • ‘ 
produisant le’ mouvement divisée par Ja vitesse correstiondante iln 
mobile, |>. 248 .- ■■ ■' • • , ’ , ' T • » ' ' . ' ' 


ÎVOTES. 


Note. I. Toute ,surfare gaurhe dont: tes lijsnes de Tune des eourlmres 
sont planes, et situées dans des plans pamllèlfs, est un /ir/>erlH>lo/dr 
> de révolution, p. 25i. ' . ... 

Note U. Dv quelques théorèmes eonnus sur les surjdrc's alignes de rour-' 
. hun’ planes ou sphériques, p. 255. 

; IxiiHHcs. i). Les lignes dé courbure de deux surlacés à rayons' vcé-'' 
teurs rêeipmqurs sont des lignes correspondantes (W. Thompson), 
'■ ,p. 9.56. , • '• ' .. . ■ ' 

. ij, Le plan d'une ligne de coiirbure plane coupe la surface sous un 
" • angle censtaql ; et,, réciproquement {Joachimstal ), p. 9.58. 

.• 3). Une- surface dévolot)pablo dont une ligne- de courbure est plane. 

(>st un héliçoide, p._.z58. - 
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Vi\l. 


•'l'heorèmqt. IX) la surface dbnt les ligmis (le, prpmiérp courburp soiu 
.planes ei situées dans des, plan.s pmalloles, p. i.5g, 

• la siirfiiçe dont les lignes de première courbure sont sphériques et 

di.stn'biiées sur des sphère» eüwentriqucs, p. 2<«i, T~ 

.. - T)o In surface dont les' lignes' de preiniéro rourburc sont planes et 
sitirées. danB des plans ijui passent par une même droite, p. 263. ■ 

■ ■ la.surface dont iniitex les lignes de courbure sont planes et dont 
i ■ >8 lignes de premièro ixnirbure sont, en odtré, circulaires, p. a63. 

■ q» I» surface .dont timtrt l« lignes de courbure sont rireulaires 

^ > , p-'ne^. — — — ^ ^ ^ ^ 

I . . De l a » urf«c é dpnt fwiw l es l^ncs (te .f. ô wiure spot planés, ' p. atiC. 

Nora in. ^ Jq luél/htif, ,!e M. Bnnnc,.}uii/r /ti romtriictinn des crntrrs 
'/'• i-mirlmtr de divejsex cnurhfs mècaniijm's, p. 2(JG. 

- TyworeW relatif à l’existence d’une priîniière ‘circonférence, coote- 
• \rM^\c6 l«>inu fl'injleæion des trajectoires décrites t«r lés dilfé- 

, - léiib imifiis de la figure mobile ; et ' d une seconde eirconlérence 

^ ' Cénlenaiit lus rviurcs de courbure lignes enveloppées par les ' 

— diverses droites de.l» flgiiTe, p. id-;'. ' ^ ^ 

r A 1 ,^' — -t- — ? J 


~ toro/îTiir J relatifs à I» réunion des trvh éléments nécessaires pour 

■" ^ déleiiiuneï \a tirs injlcxians, p. 270 eF »,7i. * 

• USage^ceUttciiiiOu^ieiice dans la construction ducentréde courbure 
^ ’ delà li&iiô 4 #çitis par iid ppiiii quelconque de ta ligure mobile, pi 2-0 
^ "Indication succ’nu'Ce dé quelques applications, p. 571. — 

'Note IV. Siu: les tignrs groflpsitinrir, p. ““ 


Thénrèmr I..Réi)ondanl à une question proposée par .M. I.iouville • 
— Tmile..vir£aiT,-sim laijiiellc on peut tracer deux séries de li'mes 


géLKlé,iques (elles que chaqqe ligne de l uné de.s séries soit coupée 
■ , sous UH même angle qiar touU*s les^ lignes de l'autre série, est une 
■" , \ .surface désoloppablé,’ p. a7a; ; ~ 

J-heuréme JI. tpute ligne géodésique, qui .renèontre.soùs' im angle"' 
constant uneçérie'de courbes de niveau d'unè' surface est une '• 

■ ■ hélice, p. a7(). . ' ■. ’ . 

Note V. DémonslraUon géométrique du théorème de Meunier V::.- p.cosw -. 

■ ■ p. ajfi. A • c. ‘ ' .. ■’ \ 
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. l'a^c ‘i6. Le Uicoréiiie Cunlciiu i>uu!» le A” ^ a. été donné, sous iiAf uirtro lornio, ^ . 

par M. Sleiiierf \ . if. »*• "* *' 

.Page 36 , liB»e 5 , ervienioi»*anlj au lieu dr l'éipiatiuii CÔ}, /ift c l'uipiation ; ‘i J. . 
4*ape/7i, liBue 3, en rcuionlauL àc «{ui esl la poluitc dé> Ufez (pd vit la 

^ polaire rolalivc de. • ' . - * . 

PjCe 83 , ViQnG au lieu de p^yf 'hsei'p^^. '. - , \ 

' Pa^e 103 , ligne i, au lieù de des. arcs corrospoiidunl», lises des uVub eleinentaipos 
coi'Tcspondiints. 

Page io 5 , ligne 7, en renioiilant, au tivu de-uiid liclicû dont les, l:se$ une heiic6 ' 
tracée sur un cylindre dont les. . ^ 

Page 107, ligne 7, au lieu d« le point c décrit, lUc^ le |iôiiit C dcérit *, V 
Page 109, lignes 1 et 2, et elles sont Jes lif^nes jis/niptotKjuef de la sui/acei addi- ^ 
ti6n inatile'üt inexacte . * j, *“/ 

' Page î i r. La inetliude suivie dans le n® a été employée déjà par M. Kertrafid." ' 

Page 1&8, ligne. I, en remoiilani, aii.yie« dc^ —^-^1 friee 

Page 170, Lu Ilentarque t contient, dans ijuelqut'S j‘rvm/rlaiH‘s, une formule* \ 
inexacte,* qui a élé supprimée dans les autres. . ^ - 

“ Page 189, ligne 8, 'au lieu dedans Ip plan, lises suivant. la transformée |>lat>e de 

.w la Irujecloire primitive. , a- 

■ • ' . •- V', 'X • ‘ • 

Page 11)3, ligne P», €tu Uèu et \ \ , lises \ dl\ h- d\^ ' \ 

Page 193, ligne io, au lieu de dans le plau, Uses suivant la 4 ransformce, plane de 
* . . îa trajectoire primitive. J . '■ / ' j ‘ ' • 
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THÉORIE 

NOUVELLE 

.GÉOMÉTRiaUE ET MÉCANIQUE 

f OES 

LIGNES A DOUBLE COURBURE. 


PREMIÈRE PARTIE. 

•flIÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES LIGNES A DOUBLE œURBURË. 


HISTORIQUE. 


h 

1 . Le problème de la dupircallon du cube et celui des deux 
Inoyennes proportionnelles, qui exercèrent une si heureuse 
influence sur les progrès de la gcométriè naissante, présenieol 
aussi le premier exemple de l’apparition des lignes à double 
courbure dans les spéculations géométriques. On connait les 
nombreuses et inutiles tentatives qui furent faites d’abord pour 
résoudre ces problèmes par la ligne droite et le cercle; et les 
diverses solutions mécaniques cpxi leur succédèrent, exigeant 
toutes, ou l’emploi d’un instrument spécial, ou l’usage d’une 
courbe auxiliaire, construite par points. C’étaitsans doute après 
avoir acquis la conviction de l’impossibilité d’une solution 
géométrique , que les anciens, aussi sévères dans leurs con-^ 
struclions'que dans leurs raisonnements, s’étaient enfin rejetés 
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surlos suluiions i\uH';mi({ues, i>u même purcinciil spcculutivcs, 
de ees proldèines. Parmi ces’dei'iiières, celle <[iie nous allon» 
l'apporter d’après Architas, philosophe pythagoricien, qui eut 
la gloire dé compter Platon parmi ses disciples., nous parait 
olïrir, quoirjuc très iligcnieuse et très-simple, l’cx^prcssioii la 
pins élevée du découragement oii en étaient arrivés les géo- 
mètres; et du sentiment, général sans doute dès cette époque, 
(le l’inutilité dés cUbrts que l'on pourrait tenter eneor’e pour 
parvenir à une véritable solution. 

Traçons sur un plan deux demi-conférences égales et ayant 
un point commun o. oy étant la corde tpie Iç diamètre on' de 
la seconde détermine dans la première, soient o.r la corde de 
la seconde circonférenèe -àyant oy pour projection et o.r' la 
projection de.oy sur le diamètre on de la première. Si l’on 
pose -, , . • 

Vf! =. un' a f «j=3.r, nr.=y, , . ‘ 

on aura ' \ ' 

.r’ = O . y , y'—n . ox' ■ 

Si donc on savait donner h la seconde cireonférence, relati- 
vement à la première, une position 
telle, que le rapport de ox' à ox 
fût égal à celui de Z> à a, b dési- 
gnant une secondelignedonnéeÇque 
l’on peut supposer inférieure à «) , 
les équations préeéden les se change- 
raient en celleici : ’ 

et x = ox, jy = oy'^ seraient, les deux jiioyennes jiroportion- 
nelles 'cherchées entre k>s lignes n et 
""Or si Ton regarde comme fixe la (ircqnférencc on, et que 
Ton fasse tourner )a seconde autour de on' de manière à l’anic- 
ner dans un plan l'erticnl perpendiculaire au plan horizontnl 
de la circonférence fixe, _r.r venant en >u'i, et o.r en ox,\ on 
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voit, en joignant x, x',quecetfe droite est perpendiculaire à ox', 

et que !c rapport ^ = - étant donné, l'angle x, ox' ou x, oa 

est donné. Par suite,, dans l’espace, h point cherché. -Xt 
appartient à là surface d’un cône de rcuobilion ayant^^ur 
axe la dtoite oa. Mais ce point appartient aussi à la ligne o- 
double courbure qui est la commune intersection du i^indre 
droit, ayant pour base la circonférence oya, et du tore, engen- 
dré par la circonférence ox, a.'^ se mouuanl efutourde la ver- 
ticale du point O. Ainsi le point cherché x;, est rinlersecliou 
d'une- ligne à double courbure et d’un cône; et -l’une des 
moyennes proportionnelles cherchées, la droite ox,, se trouve 
ainsi déterminée. 

2. Les Collections mathématiques de Pappus font aussi men- 
tion de quelques lignes à double courbure connues des'ancicns, 
et dont ce géomètre découvrit certaines propriétés curieuses. 
La première est la spirale hémisphérique, représentée en coor- 
données géographiques par l'équation 

X=- — ^L. 

24 

r 

Pappus établit, à l'aide des méthodes d’Archimède, que l’aire 
sphérique comprise entre la spirale et la base de l'hémisphère 
est équivalente au carré construit sur. le diamètre. C’est ce. 
que l'on vérifie aisément par les méthodes modernes, en pre- 
nant, pour élément de l’aire à évaluer, la superficie comprise 
entre la spirale, deux méridiens consécutifs et l’équateur, 
superficie assimilable à une portion de zone, et ayant, par 
suite, pour mesure . . 

R’sinx.rfL = R’eos-^ L.rfL; 

4 ... 

d’où , pour la surface entière, . 

.<7 3=4^’ ^sin^L^ = 4R’- 

1 .a se»x)udc des lignes à double courbure étudiées par Pappus 
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est celle qui résulte de rinterseclion d’un hélicoïde gauche à 
plan directeur et d’un cône de révolution ayant même axe que 
l'héliçoïde. L’axe commun des deux surfaces étant supposé ver- 
tical, Pappus démontre que la projection horizontale de la 
courbe d'intersection est une spirale d' Archimède , ce qui 
fournit une génération de cette dernière courbe par les lieux 
à la surface. Depuis, M. Chasles, développant cette proposi- 
tion, a fait voir [Aperçu historique, Note VIII) que l’on peut 
obtenir toutes lés spirales en projetant l’intersection de l’héli- 
coïde gauche et d’une seconde surface convenablement choisie, 
de révolution autour de l’axe de l’héliçoïde, sur un plan per- 
pendiculaire à cet axe; et ce n’est pas là seulement la solution 
d’un problème d’analyse déterminée, mais un mode précieux 
de transformation, à l’aide duquel on peut constater des dépen- 
dances géométriques remarquables entre des courbes diverses. 

3. Les lignes à double courbure dont nous venons de paèler 
paraissent être les seules qui aient été connues des anciens. Il 
faut néanmoins ajouter à cette nomenclature l’hélice tracée sur 
un cylindre de révolution, dont deux arcs quelconques peuvent 
se superposer partiellement, observation attribuée à Gérainus.; 
et les lignes résultant de l’intersection mutuelle de certaines 
surfaces que le géorrièjrc Philon de Tyane nommait plectoïdes, 
et que M. Chasles croit avoir été des surfaces réglées [Aperçu 
historique, chap'. P'’', § a5). 

- • IL 

4. La loxodromie sphérique, c’est-à-dire la ligne coupant 
sous un angle constant les divers méridiens d’une sphère, est' 
une des premières lignes à donble courbure étudiées avec une 
certaine suite parles modernes. Cette étude, commencée par 
le géomètre portugais Noiiius, fut continuée par Halley, 
Leibnitz, Hermann et Murdoch. On doit à Halley cette obser- 
vation intéressante que la projection stéréographique d’une 
loxodromie est une spirale logarithmique ; ce qui résulte 
d’ailleurs du principe de la corisnivatioh des angles, déj.à 
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connu de Ptolémée. Nous verrons plus loin que ces deux 
courbes, qui ont la même définition, l’une sur la sphère, l’autre 
sur le plan, présentent encore cette analogie que le centire 
de courbure sphérique de là première s obtient par une con- 
struction identique à celle qui, sur'le plan, donne le centre 
de courbure de la spirale logarithmique. 

■ 5 . Roberval , dans son Traité des Indàisibles ( Divers Mé- 
moires de Mathématiques et de Physique, p . 2 1 3 ) , et Vivian! , 
dans le problème de la voûte carrable, trouvèrent des propriétés 
difTérentes de la ligne qni résultede l’intersection d’une sphère 
et, d’un cylindre de révolution, ayant un rayon de la sphère 
pour diamètre de sa base. 

Si l’on regarde d'abord, avec Vivian! , celte ligne comme 
Fiu. 1. ■ tracée Sur la sphère, elle y a poup 

équation 

> = L, 

eV faire sphérique comprise , entre 
e ' r un des quadrants de la courbe, le 
méridien tangent au cylindre et 
l'équateur, èsl mesurée parle carré 
du rayon de la sphère. « 

Si l’on regarde ensuite cette ligne comme tracée sur le cy- 
lindre, et que l’on veuille, avec Roberval , évaluer l’aire cylin- 
drique comprise entre l’un de ses quadrants et la base du. 
cylindre, on voit que l’élément AA' (y'»/ de cette aire a pour 
mesure 

A7.7r7' = RsinV = R’sinX.f/Li — R’ sinL.ifL ; 

et l’on en conclut que faire cylindrique cohsidéréc , étant 
encore mesurée parle carré du rayon, est équivalente à faire 
sphérique évaluée précédemment. ' • 

Enfin, suivant une remarque de.Bossut, 'le volunie com- 
pris entre lès deux aires sphérique et cylindrique, le plan de 
la base et le plan du méridien tqngent au cylindre , a pour 
mesure leS' y du cube du rayon . ' v. . ' ’ 
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Moiitucla (JJiUoire fies Mathématiques-, tomelIF , page loi) 
ajoute au problème résolu par Roberval cette observation que 
l'aire cylindrique comprise entre la hase du cylindre et la 
sphère est encore exactement carrnhle dans le cas, plus géné- 
ral, où la hase du cylindre est simplement tangente au grand 
cercle qui limite injérieurement la sphère. ' ^ ' 

6. Enfin, si nous citons encore la tbéorie des épieyeloïdes 
sphériques étudiées successivement par Hermann, Jean Ber- 
noulli, INicolc et Clairaut [Mémoires de l’ Académie, lyja); 
l’équation des lignes géodésiques des surfaces de révolution, 
obtenue par Jacques Bernoulli et Clairaut [Acta Lipsiai, 1698, 
page 22'j, et Mémoires de V Académie, l’j’i'i)'-, la description 
des lignes résultant de la pénétration mutuelle' d’une sphère, 
d’un cône ou d’un cylindre, et leur construction à T aide d’or- 
données menées par les différents points d’un -axe curviligne 
(Frezier, Traité de Stéréotomie, 17,32); nous aurons à peu près 
épuisé la nomenclature des recberebcs dcdétail, peu nombfe'uses 
comme on le voit, qui ppt précédérétude systématique deslignes 
à double courbure : Elude commencée avec quelque généralité 
par Clairaut, mais qui , en réalité, doit exclusivement scs bases 
actuellps aux travaux de ]Monge, — qui découvrit toulce qui so 
rapporte à la première-courbure, aux développées, aux droites 
polaires, à la surface formée par l’ensemble de ces droites et à 
la sphère osculalricc; — de Tinseau et de Lancret, auxquels oji 
doit les importantes notipnsdu plan osculateur et de la seconde 
courbure. • 



* . < ^ • 

CHAPITRE PREMIER. 

PROPOSITIONS PRÉLIMIH AIRES. ' 


7 . De. deux cas, particuliers dans, lesquels il.existe' ur/e 
relation sinqde entre la prennère courbure d'une, ligne et celle 
de sa projection orthogonale. 

• On Sait que dans nn triangle quelconque le rayon dp cerclé 
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CHTOnsnit csl égal au lu'odnit dosTrois côlés divisé par le ipia- 
druplo de la surface du Iriaiigle. Il eu eésulle, imi désigiiaiii 
par 11 cl H' les rayons des cercles circouscrilsà un triangle AIKI 
et à sa juojection A'B'C', que l’on a 

n'.h'.r' 

“4S- V 

d’où ■ 

' R a h c ' S 


a .h ,r 

'> = -4ir’ 


R' = 


Cela posé, sup[)usoiis, en i>rviuw.r lieu, que les soininets A , 

' B, C soient trois points iiifiuiincnl voisins d'une hélice cvlin- 
drù[uc; A', B', C' étant leurs projections sur le [>lan de la 
section droiie'du cylindre. Si l’on désigne par a l’inclinaison 
consla,nte-Atis tangentes de l’hélice sur les générati ices corres- 
pondantes du .cylindre, les rapports — ? - auront pour 

limite commune siiiâ. On voit aisément d’ailleurs (par la con- 
sidération d’un cùne droit auxiliaire dont les génératrices 
seraient parallèles aux tangentes de l'hélicc) (|ue le jilan oscil- 
lateur de l’hélice (limite du plan ABC) fait avec le plan de la 

* - I « . 

hase du cylindre un angle égal à ^ — a; et, par suite,. ipie la 
S' . 

limite du rapport — est encore sina. Ou a donc, eu eoiuH-vaul 

■ que les jvoiiits B et C, B' et C' se rap,procheni iudéiinimcnt 
des [Ktinls A et A', et enpassant à la limite, - . 


( 1 ) 


= c .sin'a. 


pour la relation existant entre les rayons de (■ourbùre 6 et p' de 
l'hélice et de la section droite du cylindre, en des points corres- 
pondants de ces lignes. . ■ . • 

L’angle a étant cônslant, p et p' sont l’un et ranire t-on- 
slanls, ou rtin. et riiulrc variables; doue s/ /e rayon rie pre- 
mière courbure d’une hclice- cylindrique est corjsfant, cette 
hélice appartient a un cylintlrc de révolution. ■ 

Supposons, en, second lieu, que le plan de pi'ojeelioii ait élA 
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clioisi parallèle à la tangente en A de la courbe ABC et fai.sant 
un angle a avec le plan osculateur de cette courbe au même 

jKiint : cosasera, dans ce cas, la limite du rapport — ? les rap- 


o' y r' . \ . „ 

ports — > - auront pour limite commune i unité; et 1 on 

aura, entre les râyons de courbure en A et A' de la ligne ABÇ 
et de sa projection , la relation . 


(Il) 



cos a 



Si l’angle a du plan de projection et du plan osculateur en A 
tend vers zéro, le rayon de courbure p'de la projection tend à 
devenir égal au rayon de courbure p de la ligue projetée ; et si 

cet angle tend vers -» le rayon de courbure p' delà projection 

augmente indéfiniment. Donc si l’on projette une courbe sur 
un plan mené suivant sa tangente en A, perpendiculairement 
au plan osculateur correspondant, la projection présenté un 
point d’inflexion en A. ' . _ 

Observation. Les relations (I) et (II), que nous avons dû 
établir directement, sont des conséquences immédiates des 
théorèmes d’Euler et de Meunier, appliqués à une surface cy- 
lindrique. 

8. De la .courbure géodésique d’une ligne tracée sur une 
surface : théorèmes. Une ligne AA' étant tracée sur uiie sur- 
face, si par deux de ses points infiniment voisins, A et A', on 
mène deux lignes ^éodésiques de, la surfacé tangentes à celte 
ligne; leur angle, que nous désignerons par E^, est -appelé 
angle de contingence géodésique de l’arc AA'; et la limite du 
rapport de l’arc AA! à l’angle correspondant, quand l’arc AA! 
tend vers zéro, est le rayon de courbure géodésique au point A 
de la ligue considérée ; nous le .désignerons par 

Théorème I.. Le rayon de courbure géodésique en un point 
quelconque d'une ligne tracée sur une surface, est égal au 
fayon de première courbure R, de cette ligne au même point , 
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divisé par le cosinus de l'angle du plan osculateur de la ligne • 
et du plan .tangent à la surface en ce point : 

(III) R 

^ cosa ^ 

~ Déinonstration. Soient î le point d’intersection des lignes 

géodésiques tangentes en A, A' à la 
coujbe considérée; la, la' les tan- 
gentes à ces lignes, faisant entre 
elles un angle aigu égal à ; et IN 
la normale à la surface' au |)oint I : 
IN seca une normaleprincipalecom- ' 
mune aux deux lignes géodésiques 
IA ,1A^ etle plan tangent en I à la surface sera perpendiculaire 
au plan osculateur en I.dc cbacune'de cés lignes. în l’on pro- 
jette, sur le plan tangent en I, le triangle curviligne AA'I, la 
projection sera un triangle, curviligne aa'\\ et les tangentes 

en a, «'du côté aa', ou les tangentes aux mêmes points. des 

lignes^, a'I, feront, avec les tangentes en I des mêmes lignes,- 
des angles mesurés par des infiniment petits An second ordre : 
puisque, d’après la fin du numéro précédent, les projections 
deslignes I A, 1 A' sur le plan langent en I présentent uneinfiexipn 
en 'ce point. Il résulte de là que l'angl.e de contingence e, . 
relatif à l’arc da' de la projection on', peut être remplacé par 

l’angle des tangentes en I des lignes Ta, la' ou par l’angle 
des ligues IA, IA' elles-mêmes; et le rayon de courbure r, do 


la ligne aa', égal à ou à > est égal à R 


AA' 


' ' r, = R„. ' • ' 

D’ailleii rs la formule (II) du numéro précédent étant évi- 
deiuinent applicable à la ligne A A' et à sa projection aa', on a 

• 

_ ■ " rosa ’ 

et- la comparaison de ces deux formules démontre le théorème 
énoncé.' 
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Théorème II. ie rayon de courlmre géodésiqtie.en uii^ point 
(pteiconque A d'une ligne KM tracée sur une surface, est égal 
au rayon de courbure ait point' correspondant de' la ligne 
J- plane que l'on obtient en circonscrivant à la proposée, sui- 
' vant la ligne AA', une surface développable , et dévelopjfant 
cette dernière sur an plan en même temps que la ligne 

■ quelle contient. ^ . ‘ 

Nous i*euvoyons au chapitre VIII la démonsU'alipii'de ccUe 
proposition, que bous n’aurons pas à employer jiisque-lfi. 

Observation/. L’importance de la eonsidéràtion du rapport 

dans l’étude des lignes tracées sur une surface, a été si- 
cos « ^ 

gnalée-pour la première fois par M..G. Bonnet, dans son Mé- 
moire sur la théorie'générale des surfaces [Journalde l'Éçole 
Polytechnique , 3a' -cahier, i848). Plus tard, et dans ses le- 
çons au Collège de France , M. Liouville a donné à ce rapport 
une signification géométrique nouvelle, par l’introduction dé 
la notion de l’angle de contingence géodésique. 

9. Théorème relatif à la distribution des plans tangents 
à une s'urface gauche, le long d'une même génératrice dp Jn 
sqrface. - , 

Théorème. Un plan .quelconque étant mené par une gé- 
nératrice d’une surface gauche, la distance du point, suivant 
lequel ce plan esLtangent à la surface, au point central O de 
cette génératrice, est proportionnelle à la tangente trigono- 
métrique de Vinclinaison de ce plan sur Je pian tangent au 
point central (Chasles, Mémoire sur les surfaces gauches : 
Correspondance Mathématique et Physique, tome XI). ' 

Dans, cet énoncé, on appelle point central d'une généra- 
trice OA, le point où la droite 00' qui mesure la plus courte; 
distance 'entre les deux génératrices infiniment voisines, OA, 
O' A', s’appuie sur la première; où< plutôt la position limite de 

■ ce jxiint. ’ _ 

Démonstration. Soit 00' la plus courte distance, entre la 
génératrice fixe OA et une génératrice variable- O' A'^ infini- 
ment voisine delà première: le point O sera infiniment voisin 


. Oigitizedby 


1 1 


- ■ PROrOSITIONS PRÉLIMINAIRES, 

du pèilU central, pésignons la plus courte distance OO' par 
., lia-jl- ^ CT- l’angle des doux génératrices, 

1 ou son égal rt’OÀ, par Cl) ^et posons 


1 

; “ 1 . . 1 . 


^ = liinite de — • 


Prenant un point déterminé A de lâ génératrice OA , situé 
à une distancé R du point central, menons par ce point «irc 
droite AA', perpendiculaire à la géiiératiâce OA, et rencon- 
trant la génératrice infiniment voisine' O' A'. (Il suffit, pour 
cela , de meneg An' perpendiculaire à OA dans' le plan a'OA 
d’élever n' A' égalé et parallèle à 00'- et de joindre AA'.) f.cs 
triangles rectangles An'A', OAn' donnent les relations 

la'ng AA'a', , ou. tang (AA', 00') = ^ . 

• ' Ma' ® 

Aô' = w.O.A;^ 

d’ou , en multipliant membre à membre et réduisant , 


tang(AA',.00') 


-• OA. 


Si l’oii su[)posc,maintenant ([uelu génératrice O'A'se rappro- 
che indéfiniment de la génératrice fixe OA , le secoudmembre , 
aura pour limite Ar.R. D’ailleurs, les cordes infiniment pe- 
tites 00' et AA' ont pour limites rcspcctivês des langéntes me- 
nées à la' surface par le , point central, dont le point O se rap- 
proche indéfiniment, et par le point fixe A ; et comme ces 
tangentes sont perpendiculaires à_OA,- et que leur angle me- 
sure, par suite l’inclinaison y des plans tangents menés à la , 
surface par le point central et par le point A , on voit que le 
premier membre a pour limite tangjy, de sorte que l’on a 

(ÎV) tangç=^.R; 

et cette formule démontre le théorème énoïK’é. * 

Obseivatio/i.. ^ el R peuvent être regardés comme' positils 
dans la formule. précédente, qitand on l’applnjuc à la déterini- 
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nation d’un plan tangent iinique. Mais si l’on veut fixei^, sans 
ambiguïté, la position du plan tangent à la surface en un se- 
cond point A! de la même génératrice, situé à une distance R 
du point central , on devra, dans la- formule analogue 


ta'ngip' = / .R', 

regarder ij>' et R' comme positifs, ou négatifs-, suivant que le 
nouveau point de, contact A' sera situé, par rapport au point 
central, du même côté que le point A, du du côté opposé. Il 
résultera d’ailleurs de cette convention que l’on aura tou- 
jours, . en .désignant par l’inclinaison mutuelle des plans 
tangents en A et A', ^ — ij.', et, par suite, 


tangj/ == 


X.(R — R'}, 
i -H RR'‘ • 



- Op voit que si R et R' sont de même signe, le dén.omina- 
teur de la formule précédente sera toujours dilfércnt de zéro, 
et l’angle ip différent d’un droit. Donc si les plans latigenls 
en deux points d’tinè même génératrice d'une surface gauche 
sont rectangulaires, le point central de celte génératrice est 
nécessairement compris entre leurs pomtsjde contact. 


: • CHAPITRE II. . . ^ 

DES' PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES COMMUNES A TOUTES LES LIGNES 
A DOUBLE COURRURE. ’ ' ' ' 


■ i(3. La tangente en-un point d’une ligne à double courbure 
est, ainsi que la tangente d’une ligne plane, la limite des po- 
sitions occupées par une sécante tournant autour de ce point, 
de manière qu'un second pdint'd’inlerseclion de la sécante et 
de la courbe se rapproche indéfiniment du premier. 

H. Le plan oscillateur en un point d’une ligne à double 
courbuVe est la limite des positions occupées par un ÿilan pas- 
sant par.ee point, et par deux autres points de la courbe qui 
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se rapprocheiH iudéfinimcnt <lii premier. On [wiU encore le 
considérePy soit comme la limite des positions occupées par on 
plan passant parla tangente au point considéré, et par un point 
infiniment voisin du premier; soit comme la limite d’un plan 
variable passant par celte même tangente, dt parallèle à une- 
tangente infiniment voisine de la première é et eds trois défini- 
tions sont équivalentes. . ^ ' 

Pour le démontrer, concevons un cylindrë passant par la 
• . . Fie- 5; ' ligne donnée abc, -et dont les génératrices 
soient parallèles à la tangente nt de cette 
ligne en a ce cylindre est eniièrèment 
déterminé, ainsi que sou plan tangent 
en a; et nous alloivs voir que cë dernier’ 
représente, quelle' que soit celle des trois 
définitions que l’on adopte, le plan osçu- 
latcur de la ligne abc au même point. En eUet, 

Le plan mené, d’après la troisième définition, par la tan- 
gente nt, et parallèlement à une tangente infiiiiment voisine 
bt', est parallèle au plan tangent au cylindre en b, et a pour 
limite Id plan tangent en a. 

Lé plan mené, d’après la seconde définition , par la tangente 
a't et par un point infiniment voisin b, renrerme la généra- 
trice du cylindre pour le point b, et une corde infiniment pe- 

tite ba d’une ligne cba située tout entière sur le cylindre; il 
est donc infiniment voisin du plan tangent au cylindre en b, 
et a même limite que ce dernier, h savoir le plan tangent en a. 
Enfin, et relativement à la première définition, si l’on consi- 
dère un cylindrovaWaWe, passant constamment par laligne nie, 
et dontles génératrices soient parallèles à la droite variable ne, 
on verra que le plan variable abc, contenant toujours une géné- 
ratrice crt et passant en ‘Outre par une corde infiniment petite 
CO d’une ligne située tout entière sur ce cylindre, est infini- 
ment voisin du plan tangent à ce cylindre en c ; la limite de ce 
plan variable sera donc encore le plan tangent en « au cylin- 
dre-limite-, ou au cylindre défini précédemment. ' , , 
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liemarque I. 11 résulte, en particulier, de .-celle dernière 
partie de la démonstration, que la position du pi an -limite -de- 
meure la même quels que soient les inpdes de eoii vergence des 
points è et c vers le point n. _ •' 

liemarque II. La distance au plan oscu/ateiei en Un point », 
d'iui second point b de la courbe infiniment voisin du premièr, 
est un injihiment petit du troisième Cette distance-est, 

en eiVet, un des' côtés de l’angle droit d’un triangle rectangle 
ayant pour hypoténuse la distance du même point .via tan- 
gente qt (distance du second Ordre) ; l’angle opposé à ce côté 
étanLinfinimcnt petit, parce qu’il mesure l’inclinaison du pjan 
variable tab sur le plan osculateur eu a , qui en est la limite. i 

Remarque III. La plus courte distance entre deux tan^ 
Rentes infiniment voisines at et \>\! d'une ligne à double ctiur- 
bnre, est un infiniment petit du troisième ordre (llduquct). 

La distance en question est, en effet, égale à la distance du 
point b âù plan taQ' mené par la tangente at parallèlement à la 
tangente et cette dernière, à son tour, est égaleà la -dis- 
tance du même puiiU h à la tangente ot, quantité ^du second 
ordre., multipliée par le sinus de l’angle formé par le plan taÿ 
aVec le plan tah. Or cet angle est infiniment petit, ainsi que 
sou tinus, puisque les plans variables taff et tab ont la même 
limite, .à savoir le plan osculateur en a. Donc, etc.- 

Remarque IV. La tangente en un point d'une ligne à dou- 
ble courbure est la limite de là droite d’intersection du plan 
osculateur en ce point, et du plan osculateur en un secohd ■ . 
point infiniment voisin du premier. 11 suffit, pour le démon- 
trer, d'imaginer un cône auxiliaire dont les génératrices soient 
parallèles aux tangentes de la ligne considérée : les plans tan- 
gents du cône sont,- en effet, parallèles aux plans osculatcurs , 
'dé la ligne à double courbure ; l’inlerseclioh de deux plans os- 
cûlateHrs'infînimcnt voisins est parallèle à l’intersection des- , ■ 
plans tangenis correspondahls j et celle-ci a'pour limite One , 
génératrice du cône; donc , etc. .. ’ ’ ’ ^ . • 

12. On appelle angle de torsion d'un arc quelconque nb 
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d’une ligue à double- eoiu'])ui e l’angle H des plans usculalenrs. 
menés à l’origine et à l’exlréuiilé de ccl arc; cl f/c5.“- 

conde courbure la ligne en un de scs points^ la liuiile 

vers laquelle tend le rapport de l'are élémeniairé de cette ligne 
à l’angle , de torsion corrcsj>ondanl, lorsque Torigine de l’are 
demeurant fixe en ce point , sa longueur décroît indéfiniment, 
H ' ‘ ^ • 

Lé l'apport inverse — -, recevant le nom de seconde courbure^ 

, H ' 

' • ’ _ 

Par chaque point d’une ligne à double coui-burc passent um' 
'infinité de normales à celte courbe, tontes- si luécs dans le/;/a/i 
Uormah. celle d’entre elles qui'est située dans le plan oscula- 
teur^'corrcspondanl reç-oit le nom do normale principale ^ les' 
normales principales rélatives aux dill’érents points d'une ligne 
à double courbure engendrsnt une surface gauche, la surface, 
fauche des normales, 

13. Vlangle de contingence K. la courbure totale on 
moŸénne d'un arc fini queh;onqne, la courbure et le rayon de 
courbure (ou encore la prenaière coûrbnre et le rayon de pre- 
mière coirrbure) en un. point déterminé; ont les mêmes défini- 
tions dans une }igne à double courbure et dans une ligne plane. 
On doit ajouter cependant que le cercle de courbure, dont le 

rayon 11, est défini par l'équation R, = ^ î est, en chaque 

poiniy situé dans le plan osculateur correspondant, langent à- 
la courbe en ce point, et situe du même côté (|ue celle-ci par 
rapport à Ig.tangcnle.' . . 

i. ■ - . . . , . • .* 

14. Le cèivle osculitl’eiir en un point d’une ligne à double- 

courbure est la (imite d’un cercle variable passant par ce point 
et par doux autres points delà courbe infiniment voisins du' 
premier; ou peut encore le considérer comme la limite d’un 
cercle variable tangent à .la courbe au point considéré et pas-f 
sant par un second pOrint tic la courbe infiniment voisin du 
premier. ' . , - . ' - ' . 
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En chaque point d'uue ligne à double courbure, le cèrcle 
osculateur et le cercla de courbure coïncident ; et le centre 
commun de ces cercles est situé sur la droite polaire relative à • 
ce point; celte dernière n’ëlant autre chose que la limite de 
l’intersection du plan normal au point. considéré et d’un plan 
normal infiniment voisin. Il suffira d’ailleurs, pour la démons- 
tration , d’établir que le rayon du cercle oscillateur est ^al à 

celui — d.u cercle àe courbure ; et que la distance du point 

considéré de la courbe à la droite polaire correspondante a la 
môme valeur. ; - ' ' 

Prenant à cet effet trois points infiniment voisins q, b, c de 
la courbe donnée , considérons la figure composée des tangentes 

aux points extrêmes at, cv , dç la 
droite oo' intersection des plans 
normaux aux mêmes points , et du 
système, des trois points a',b , c ; 
projetons orthogonalemcnt, toute 
cette figure en t'd b'dd sur un plan 
parallèle aux tangcntcsi. at, cv, et 
soit o' le point auquel se réduit la 
projection de la droite o& : a' o' re-* 

- ' " . présentant la distance du'point à à, 

celte droite, et o' étant le point de rencontre des normales 
en a' ctcMe la ligne projetée. ^ 

Dans la projection, et en venà des propriétés des courbes 
planes, analogues à celles que nous voulons établir pour les 

t ’ * fis' 

ligues à doublecourbure, le rapport relatif a l’arc infini- 

ment petit a'c', la distance a' o' et le rayon du cercle a'b'd, 
ayant la même limite, sont mesurés par des nombres infini- 
ment peu dilTérents les uus.des autres. De là, eh revenant à la 
figure primitive, et remarquant que la dillérence dS — dS' est 
du second ordre, que l’angle E est égal à l’angle E'; la distance 
du point rt à la droite oo' égaleà la droite n'o', et enfin que le 
rayon dit cercle abc différé infiniment peu, d’après Iclcmmel, 
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(«ojV page 8 )^ du rayon du c’ercle a'b' c' \ ou conclura que le 

rapport ^ relatif à l’arc infiiiimcm petit abc de la ligne à 

double courbure 'primitive, le rayoïi du cercle abc, et la dis- ■ 
Jlance du poitit n à là droite intersection des plans normaux aux 
extrémités de cet are, sont des quantités qui tlillêrent infiniment 
peu les unes des antres, et qile leurs limites respectives sont 
<%ales : ce qui suffit à la démonstration. • ■ ! 

15. Con.sidérani nue ligue a ilouble courbure ([uelconque, 
inscrivons dans celte ligne une ligne polygonale cc^yàt.,.- 
ayant ses côtés égaux, et menons, par les milieux m, m\ m"... 
de ces côtés, des plans normaux à ces côtés. Ges plans se cou- 
peront deux à deux et consécutivement, suivant les droites 
CS, c's', qui sont' respeolivement perpendiculaires 

'aux plans a/3y. jSyd, yde. . . de deux éléments consécutifs de 
la ligne polygonale primitive, et qui rencontrent ces plans 
aux points c, c', c", ..., centres respectifs des cercles «^ 7 , 
jSyd, , . . , passant par trois sonunets consécutifs de cette ligne: 
et les droites es, c' s', c" s", , . . , formeront elles-mêmes par leurs 

interseclions successives une nou- 
velle ligne polygonale ss'^'... dont 
les sommets s, J^flpréseii- 

tent les centres des sphères ajSyd, 
(3yd£,..., qui passent par quatre 
sommets consécutifs, de la ligne pri- 
mitive.. • • 

- Prenant jpainienant uu point 
■ quelconque v/ sur la droite c#, joi- 

gnons dm' qui’ coupe c' s' en rf '5 


. •'■'C- 



ym<' 


joignons ensuite 


d'm!' qui coupe 


' , ■' ' ' c" s" e\\ d" , d" m"' coupe c"'s'^ 

eu d*", et ainsi de suite- Et soit dd'H" la ligne résultante. 

L’égalité hypothétique des côtés de la ligne polygonale pri- 
mitive, la définition des droites es et celle des points c enirai- 
- lient SuçccSsi veinent les égalités cin'-==. cm', c'/i/'= c’ni"', . 5 
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•l«s égaillés </'wi'= clcuiiii l’égalité . 

îles inclinaisons de ni' et d' ni!' sur c' d'^Ae d" m" et ti'' m'" . ' 

sur c"d",. . . .-Or, il résulte d’abord de ces dernières égalités,,* , 
ijue la ligiu' . . se transl'orine en une </ro('/6' par , 

le dévelo|)penient sur un plan de la surraee polyédi'ale, formée .• ; 
par les droites e.v, sur laquidle elle, est iraréc; et il ré- 
sulte des précédentes ipie cette inèui * ligne est une véritable ■- - 

déiv/oppce Al' la ligne [lolygonalc nini' ni" . . . qui a pour soin- ' 

, mets les inilii'ux des élénieiils de là ligne primitive; Car si I on y ' 

ronçoit un lil partiellement enroulé sur la ligne dd'd"d'"< et 
dont la partie ae.tiiellenieni libre d"' m'" atteindrait par son 
extrémité le point ni'"^cet que l’on déroule ce lil dè naainen" 
que sa partie libre soit siiccessiverneni dirigée suivant les pro- 
longements des côtés d' d''- dd',... delà ligne d"d'd, l’extré- 
mitédece lil atteindra sliccessiv enient tous les sommets m'C, 
ni', de la ligne mm' ni". ’ . . ' ■ 

Si donc 011 imagine que la longueur 'cominuru! des côtés de _ 
la ligne polygonale *)3y, inscrite dans la courbe primitive, di- 
minue indéfiniment, et que l'on passe à la limite, on aura ee * 
théorème; Lus droites polaires relatives aux dijférents points \ ...• 
d'une li^nc à douh/é courbure quelcom/ue sont les généra-' 
trices surface développable , la surface polaire; l' arête 

de rcht'oussement de cette surface est le lieu des centres dei .J 
sphères osculatrices i/e la liifnepriniitive^etilpassc par'cha- 
que point de la surf ace polaire une développée de la ligne pri- 
niitive , la série tout entier» de ees développées formant une ' " ‘ ' 

série de lignes géodésiques de Ja surface polaire. , 

Remarque.^ Les tangentes de l’arètc de rebi'ousséine.nt deja.^ -- 
surface-polaire étant perpendiculaires -aux plans o'sculateurs - 
de la ligne primitive^ les plans oseulate'urs xlé la première sont 
aussi perpendiculaires aux tangentes -de la seconde, il en'ré- , 
suite que les angles de' contingence et de torsion 'de la ligne 
primitive sont respectivement égaux' aux angles de torsion et. 
dè contingence de. f arête de l'ebrousscnicnt ; le rapport dq la " . ' 
pretntére à la seconde courbure pour l'une de ces lignes étant 
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égal aVirts>erse du rapport analogue pour f autre. (Founer.)' . 
En outre, les norihales principales des deux lignes sont pa- 
rallèles. I^Lcmomner.) Ces (leux droites, en elFel, sont situées 
<lans un même plan, le plan normal de la première ligne, qui' 

; eoïneide avec le plan oscillateur de la si'conrle; et, dans ce t 
■plan , elles sont perpendiculaires à une même droite, la droite 
jK)laire de la première ligne qui «oïiu'ide aveeja langentc dë, - 
^ la seconde.' ' . 

■ 16. ’ Revenant à la ligure’' précédente, supposons que l’on dé- 
veloppe sur un plan la surface jiolyédrale formée par les droites 
CS, c'a',...*, et soient SS'S",. CC'C"... les lignes polygonales 
plaiies\.suivanl lesquelles sc" transforment les lignes ss's", 
cc'c'...: la ligne dd' d",.. se transformera, dans ce dévcloppe- 
inent, en une ligne di-oite; et lotis les points m , m', m",... 
de la ligne mm' m" viendront se réunir en un même point O 
de cette droite. Or, les diflérents points c de la ligue cc' s’ob- 
tiennent, avant le développement, en abaissant, des points m . 
tics p'crpcndiculaires me sur les éléments prolongés de la ligne 
5,v'; et les distances me, niA sont alors iiifniimcip [>en diffé- 
rentes des rayons du cercle et de la sphère passant par trois ou 
’ quatre sommets consécutifs de la ligne priiuilivo a|3y ; donc, et 
puisque les per|iendiculairesmc et les droites m.s sont toujours 
situées dans le plan de deux éléments consécutifs es, c'.d de la 
ligneAs'j", la ligne (.'.CJC/ s’obtiendra, après le développement , 

_ en abaissant d un même point'ü des perperuliculaires sur les 
■ élérnents prolongés de la ligné SS'S"; et les rayons, vecteurs 
, correspondants OC et OS de ces deux lignes représenteront, à 
un infiniment petit près,' les rayons du cèrclè ou de ta sphère 
passant par trois ou quatre sommets consécutifs de la ligne 
^primitive Dès lors, si l’on conçoit que la ligne polygonale 
'«jSy se rapproche ind’éliniment de la lighe à douRle courbure'' ’ 
considérée d’abord , on parvient à ce théorème ; . _ •■ 'y 

Si on développe sur iin plan là surface polaire relative' à. 
ufte ligne à double courbure quelconque , le lieu des centres" y ^ 


. V' ^ 
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i/a i'ow hure de celte /igiu! se troiisj'ornh; suieani /«'.podairo,' 
relaliee h une certaine origine O, de f arête de rebroussement 
dévfiloppée ; et les rayons menés du point origine h deux- y 
points cotrespondants de t arête dévelçppée et de sa podaire, 
sont respectivement égaux aux ray ons de lu sphère oscidafrice' ■ . 
•et du cercle osculateiir pour le point correspondant dè la ligne ■ 
primitive. • . ' ’ 

Ce tlicorÈine, dû à Laiicret, et deiiienré'depui’s inaperçn, 
a été établi par ce géomètre à l'aide de ebnsidérâtions ([ni ne 
paraissent pas complélenient rigourenscis. : -, > 

Remarquons, en effet., en reproduisant sa démonstràlion , 
que Von peut eonstniire toutes les développées de la ligne epn^ 
sidérée, suivant la méthode connue, en prenant pour point 
initial, dans la description de (jhaoiine de ces lignes, chacun 
des jK)ints du lieu des centres de courhure. On recontiaît pau 
là ([lie chaque développée passe par un point de la ligne des 
centres, et qu’elle est en ce point perpendiculaire à la généra- • 
trice correspondante de la surface polaire; et, comme les dé- ■ 
veloppées sont des lignes géodésiques de eette surface', (‘lies 
se transforment, [lar son développement, en des droites me- 
nées par les différents points de la ligne des centres déve- 
'loppée, perpendiculairement aux tangentes correspondante^" - 
-de rarète de rehroussement développée. Or, ajoute J.ancret 
( Correspondance Polytechnique, tome I , page 5 1 ) , toutes les 
développées ajant dons fespiice un point commun , à.savoie 
Jè point d’ijilerscction' de, la ligne primitive et de la surface . 
[)olairc, leurs transformées après le développement concou- 
rent en un meme point; ce qui est le théorème énonce. 

• On peut objecter à ce raisonnement (ju’adiueltre l’existence ■ '' 
d’un point commun aux développées et à la ligne primitive 
revient à supposer nul ,,en ce point , le rayon de courbure d(i _ • 
celte dernière; si donc le' rayon, de courbure de la ligne pro- ' 
posée ne s’aunule jamais, le point commun, sur l’existence du- 
quel reposait le raisoimemeut, n’existe pas; et la dcmonstj'a- 
tion. parait en défaut. ■ 

On pourrait croire cependant , et d'après notre (léfnonsli’a- _■ 
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lion même, (|uo les (lcvi'lo|)pées uvaiil loiijmirs un poiiil 
, «uminun O apiès le développement de la siiri'ace polainr, il eu* 
est de même avant le développement. Pons s'assai er tpi’il [leiii 
<■11 <Hrc aulremciil, il siilTit de remar(|uer (lu'uii point ipiel- • 
eoiique, pris au hasard sur le plan où s’esl elVeclué le déve- 
loppement ,■ est réel, ou iiuaglnaîre, par rapport à la snilaea' 
”primitivt.> , suivant que de e<> point on peut mener nue tan- 
gente à l’arèle de rebroussement développée, ou que l’on ne 
peut en iiiéiier aucune. . .. 

Rcniai'Çiic I, La réei|»roque de la proposition précédente 
' est vraie , quoique donnant lieu ù une dcmonstralion plus [k-- 
nible; elle consiste en ce que toatv i>odnire de farcie de re- 
liroiissement développée d'une sutj'ace, est. la traiisjbniiée du 
tieu des centres de courbure d' une certaine ligne île l'espace 
ayant , pour surface polaire, la surface développable consi- 
dérée. 

Heniarque II. Les normales principales d'une ligne à dou- 
ble courbure ne sont pas tangentes à la ligne des centres de 
• courhiu'e, et celle-ci. n’ést-nne développée de la ligne primitive 
que dans le cas où cette dernière est plane. En ellét, si les ' 
. normalciî principales étarent tangentes à la ligiu' des a’iitrcs-; 
'comme elles sont situées datis les plans tangents de la surface 
^polaire, elles conserveraient la inènie propiiété après le déve- 
loppement de celle-ci sur un plan. Or,, c'est ce <pii n'a pas lieu, - 
en général; car on a vu que daii.s ce dévelop[H'ineiit la ligmr. 

^ des rentres se transforme dans la podaire, relative à nue cer- 
taine origine O de l’arète de rebrdùssenient développc'c; les 
normales principales di'vènant en iiième. temps les ravons ver- 
' Fie S. tours de, la podaire, par i'ap|K)rt à la mèmt' 

•. j«- j«' I» ' > origine. Cette propriété «éÿut/W; cesserait 

. • J j ■ . cependant d'aioir lieu si la podairi’ deve- 

• I • ^ liait une ligne droite passant [lar l’ori-- 

'• ” giiic ; riiais ajor^ les tangentes <(e l'arél»’- 

de rebroussement développée^ on les génératrices de la snr-_ 
face poUire, seraient paralh'-lês oiprès et aussi, par siiile. 
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avant le développemciU ; la surface polaire se réduirait à un 
cylindre, l’angle de torsion serait rigoureusement nul dans 
toute l’étendue de la ligne considérée, et cette ligne sérail 
plane. ' .' ' 

17. Si une ligne à tlouhle courbure L est cou/ièe à angles 
flroits par les tangentes d'une ligne L'^' 
un arc quelconque de cette dernière est' 
égal à la différence des tangentes menées 
par ses extrémités et tèrininées à la ligne 
primitive dont elle est, par 'suite, uné<- 
développée ; elle est, en outre, située 
tout entière sur la surface polaire rela- 
tive à la ligne primitive, et ses normales 
principales sont parallèles aux tangentes de celte ligné. 

Démonstration. Si on développe, en effet, sur un plan, la_ 
surface développable ayant la ligne II pour arête de rebrous- 
,sement, la ligne L, qui est une trajectoire orthogonale des' 
génératrices rcctilignes de cette surface, et la ligne L', se trans-, 
forment en une ligne plane l et en sa développée et cette 
seule observation démontre la première partie de l’énoncé. 
En outre, chaque point de la ligné L' pouvant être considéré' 
comme la limite du point d’intersection de deux normales infi- 
niment voisines de la ligne primitive, appartieiit .à l’une des 
droites polaires de celle-ci; et la ligne \J est dès lors située 
tout entière sur la surface polaire de la ligne primitive, Enfin 
les tangentes de cette dernière et les normales principales de 
la développée L' sont parallèles. Elles sont, en effet, situées' 
deux à deux dans un même plan, — le plan tangent de la sur- 
face développable, qui coïncide avec le plan oscillateur de la 
ligne L'; — et, dans ce plan, elles sont perpendiculaires'à.unc 
même droite, — la génératrice de la surface, qui coïncide^ avec 
la^tangenie de là ligne L'. . • . 

Corollaires, i. Une ligne à double courbure n’affnet 
qu'un seul Système de développées, défini précédemment, et 


PKOPRIÉTÈS OESCRlI-i lVKS C f.N ÈlU LES. . | 2^ 

jepri’senlé pnr une scne fie lignes gétidcsùjues de la suijacc 
polaire rclalive à cettcligne. , , 

2 . Les développées d' une ligne plane J'orment une série de 
lignes géodéfiques d’un cylindre ayant pour section diode ta 
développée plane de la ligne proposée, évident. , * j'. '■ 

a'.> Une' ligne dont l’une des développées est une hélice 
cy lindrique estnécessa'irement plane- Les t.mgenles de la ligne 
«ïmsidérée sont eii^llel parallèles aux normales principales de 
la développée-^ et. ces dernières , dans le cas actuel , sont paral- 
lèles à tut- même plan", ei-après, chapitri; VI.) 

3. Les développées d' une. ligne sphéri(|iie forment une séric^ 
de. lignes géodésiques d’un cône cancenirique à la sphère et 
ay ant pour base , sur celle-ci, la développée sphérique de la 
ligné proposée. [Voir ci-après, ,cliapilrc III.) 

3'. Si l’une des développées est une ligne géodésique d'un 
cône, la' courbe primitive est une ligne sphérique ,■ la sphère qui 
la contient est concentrique au cône; et le rayon de la sphèfe 
qui aboutit à un point quelconque de Id courbe fait un angle 
constant avec la tangente correspondante de la développée. 
(Vieille, Compléments d’'./inalyse et -dé \Iécnniq’ue, p 8 o.) 

En cd’et, parle développetnciU du cône sur un plan, la ligne 
géodésique considérée L*, et (oule,s scs tangentes, sc trouvent 
développées, ou raballiics,_ suivant une même ligne droite t-en 
inèiue temps, efori vertu de la première partie du iliéorèiuo 
contenu dans le n" 17, les diflérents jwints de la ligne primi- 
tive L, situés d’abord sur. les tangentes de- 
là ligne \J , viennent se rabattre sur uij 
même, point de cette droite. Ot' U distance 
de ce pjint’unitjue an sommet du cône 
développé représente la commune dis- 

t,f. /(inec du soni(nel du < ône à tous les points 

' de la ligne primitive L. qui appartient dès 

lors à une sphère concentrique au cène 5 et rinclinaison de la 
droitc‘(jui mesure c.etle distance surja droite, translormèede 
la ligne gétidésjq lie primitive, rcprésenlc l^inclinaisoncoustanle 
'du ravon de la Splière alioutissant 'à un poini quelconque de 
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' . . - ' . 

la ligne primitive sur la laiigeiUc < orres^iulanle de la tlévc- - 

ioppé«- . ' ! 

3". 'Les déi>eloppces d’une hélice sphérique Jorment une 
série de lignes géodésiques d’un cône de révolution^ {^oir 
ci-aprèsi chapitre III.) ’ . < 


■ CHAPITRE III. . V - 

ÉLÉMEHTS DE GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE INEINrTÊSIMAI.E. ' 


‘De rare de grand cercle tangent à une ligne sphérique, ' ■ ^ 

■ 18. Une ligne sphérique quelconque, appartenant à une, ■. - 
sphère de rayon i , étant représentée par une équation entre' 
les coordonnées polaires sphériques p et w : l’inclinaison V 
sur le rayon vecteur p de l’arc de grand cerele' tangent du 
point correspondant de cette ligne ; la sous-tangente et la sous- 
normale, seront déhnies par les équations 


(Gi - 


tans V 


tang(S.T) = 


sin 

"T p' 

sin’ P 


La première pent être employée dans la recherche des -liai- 
sons qui doivent exister entre deux couidies conjugtsées, égale-' V- 
ment inclinées sur chacun des rayons vecteurs issus d'une y 
rnêrac origine . Ou aura , ch elTet , pour ces deux courbes , 


d’où 


tangV = ±tangV,, = 

^ smp smp, sm.e sinp, , 

• - s. t 'é- 

L. tang^ = dbL tang^' q- I..C., • , 
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constante. 


Les lignes sphériques ainsi conjuguées,' projetées stéréo-'., 
graphiquement- sür le plan tangent - mené par l’origine des 
rayons Vecteurs, se transforment suivant deux courbes sem- 
blables, ou suivant deux courbes réciproques. ‘ 

II existe*, dans le plan , entre deux courbes réciproques, nue 
telle dépendance, que la sous-tangente de l'une et la sous- 
normale de Vautre sont. les facteurs d’un produit constant. 
Cette propriété ne se conserve pas dans les lignes sphériques 
correspondantes: car on a', pour ces dernières, 

tang(S.T)itang(S|. N,,) = smp.sinp,. , 

19. Une courbe sphérique à plusieurs foyers f, fi, • • ■ , 
étant représentée par l’équation dilTérentielle 

(4) ^ ;/r,,</p, . , = o, _ '' 

la position de l’arc de grand cercle, normal à cette courbe, et 
formant avec chaque rayon vecteur p un angle positifou négatif 
représenté par Y, sera déterminée par l’équation 

■(4') -, m, . sin V, -I- «ij.sin V, - 1 - . . . =r o. 

• . J • ' J 

Applications, 't. jQue la courbe çonsidérée soit une con- - 
çhoïde sphérique ayant pour hase une ligne quelconque, mais 
’ dont on sache construire l’arc tangent, ou l’arc normal. L’équa-, 
tioudeceUe dernière étant p=^.(p (c«)), l’équation de la çou- 
choïdesera'- . 

■ ■' • ■ ’ Pk= P -H constante,' '■ 

■d’où ' ■ ■ ■ •• • * • ' ’ 

" ■ ■ • , , - ■ 

La conchoïde et la courbe qui lui sert de base dut par consé- 
quent métoe sous-normale [voir la formule (3)] ; et ce résultat 
' renferme la coustructiôn de l’arc normal, à. laquelle conduit 
aussi la_théç)rie des centres instantanés de rotaiioii. 

2 . Que la courbe' considérée soit la /mc/rttre pp' d’une 
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ligne an' par rapport à l’origine O. Si l’oti ooiisklère la . 
eourbe supplénienlaire de la ligne aa\-on recoiinail aisé- 
ment que la supplémentaire et la podaire sont , relaliveutent 
à l’origine O, deux courbes à rayons veeictirs complémentaires; 
Leurs perspectives sur le plan tangent en Oj le point de vu<* 

■ étant au centre de la sphère, sont donc par rapport à l'origine O • 
deux lignes ü rayons vecteurs réciproques; et les pu|q>endicU' 
laires abaissées de l’origine sdr lt!S lan- 
. gentes en des points correspondants de ces 
lignes sont également inclinées sur le . 
rayon vecteur commun. La môme pro- 
priété subsiste-done sur la sphère, et, les 
arcs de grand cercle oy, o/i, abaissés de, 
l’origine perpendiculairement sur les arcs 
tangents en p et en a aux lignes pp' et aa', sont également 

inclinés sur le rayon vecteur comme poa.. Mais le dernier de 
ces arcs perpendiculaires est le prolongement de l’arc on: 
donc, SW la sphère, coiniiio flans le plan, le rayon veclew tic 
la première podaire pç'.dirise en parles égales l'angle formé 
par les rayons vecteurs de la ligne primilire aa' et de la 
seconde podaire qq'. Si la ligne primitive se réduit à un point-, . 
la podaire est l’ellipse sphérique décrite par le sommet de 
l’angle droit d’un triangle rectangle, construit sur une hypo- 

• é 

ténuse fixe. ‘ . 

3. L’arc normal à la courbe, à , plusieurs foyers représeniée . 
pai' l'équation ' ■ ■ ' . : ‘ 





/II, cos p, -F- m,cos p. H- . . = constante, 


/H,sin p,,dp, -t- /«.jsinp, .(/pi = o; ' 
dans la([uelle m,, /«j,... désignent des, nombres constants, 

est défini par laj’ormule (4), . . . ‘ 

Wisin p, .sin V, -+- /«,sin pj.sin V-, -F' . . O, ■ ,. 


on 

C-') 


irr , . sin ji, -V- ni, . sin p,-y , . . = <>', 
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Pi, p^,, . , dc^signuiit les arcs, perpendiculaires à l’arc normal, 
menés par les foyers y,, y, , . . . ; et sin /V,, sinp,,. . . les dis- 
tances^ positives ou négatives' 'dcs-nièmes foyers au plan de 
l’arc normal. J..’ équation (c') exprime donc (juele plan de l’arc 
normal passe par le' centre de gravité G des masses m,, 
placées respectivement aux foyers J't, y,, . . . ^ ou <|ue l’arc nqr- . 
mal lui-même passe par un point'yîj^e g’, extrémité du_ rayon 
cGg : et la courbe représentée par V équation (c) est un petit 
Cercle de la sphère, ce qui est peul-êtreun lliéorètoe nouveau. 

. liemarqne. • On peut parvenVr directement, à ce dernier 
lésultat, en remarquant que le premier membre de l’équa-' 
tion (c) représente le moment, par rapport au plan du grand 
cercle ayant pour pôle'uu point quelconque de la courbe con- • 
sidérée, d’une masse p = m, -t- mj'-H . . ; placée au centre de 
gravité G des masses /«,, . . . distribuées aux divers foyers 
y,, y,, . . . ; la distance du centre de gravité à ce plan est donc 
-constante; ce plan roule sur un cône de révolution autour de 
l’axe cG ; le grand cercle qu’il détermine sur la sphère a pour ’ 
enveloppe le petit cercle qui sert de base à ce cône ; et la courbe 
primitive enfin, ayant pour supplémentaire un petit cercle, ^est 
elle-même un petit cercle. " 

4. Proposons-nous enfin, comme dernière application, de 

construire l’arc normal à la 
courbeGC'décri te par le som- 
met libre d’uii triangle ABC» 
d'aire conslantej construit , 
sur une base fixe AB. C, C' •' 
étant deux points infiniment - 
voisins de la courbe côusidé-' ' 
rée, les triangles infinitési- 
maux ACC', BCC' sont équivalents, et l’on a . 

' , {t — cos ACj</a ='(i — cosBC^./p. 

. . f 

' Ou trouve d ailleurs, dans chacuu, de CCS iriungles, 

. sin = CC'. cos AC^', sin CC' . cosBGN, « 


fie. 12. 



.e-. 
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CS étaut l'aEC normal i clda., désignant les ai)gles iiiiiiii- . • 
ment petits (iAC'. CRC': et l’on déduit de lu combitiaisun du . 
toutes ces relations ' ' 


1 — cos AC 

^ — — — cos ACN : 

’sinAC 


I — cosBC 
sinBC 


cosBCN, 


ou 

i'I) 


ac bc 

tan:* - — • cos ACN == tanc — cos BON'. 
• ' ° 2 ® 2 , . 


Or, si l'oii prolonge les ares AC, BC jns'cju’aux points A', IV dia-" 
inétralcment opposés à A et à B, et si on désigne par à et j5 les 
points milieux des ares CA', CIV; l’équation précédente- pourra 
être remplacée par celle-ci; ’ ' , , 



cosaCN cos|3CN 
tangaC tung^c’ 


qui exprime que l’arc normal CN passe par le pdim de con- 
cours des arcs menés par a et (3 pcrpendiculaitcmeiU aux an s 
CA', CIV; ou parle pôle’dii petit cercle de la splièix- détermine 
par les' deux points fixes A', B' et par le point C. Et il résulte 
de là , non-seulement la solution du problènie proposé,, mais 
encore la détermination de la nature de la courbe considérée,' ' 
ou la démonstration du théorème dé Lexcll. OnVoil, en effet; 

(|uc la courbe considérée et le cercle A'B'C sont tangents riin 
à l’autre en C : cette courbe ne peut donc être qu’un cercle dé- 
terminé passant par les points A' et IV, ou l’enveloppe d’une ' , 
suite de cercles passant par ces mêmes points; mais cette der~ 
nière hypothèse est ina<linis$ihle, puistjuc renvelçppc se ré- 
duirait aux deux points directeurs A' et B'; donc» etc- , ■ . 

Remarque 1. L’ équation (^/) exprime encore que /’rtre no/ - . - 
mal en c. est perpendiculaire à l'arc de grand cercle mu qui- 
joint les ndlieux des côtés AC et BC ; d’où cette construction 
doiinéeparGudermann (Grundriss der ^dnafyiisdien Splianlx, • 
p. 147 ) du pôle N du petit eci'de ; Mener l’arc de grand cercle 
perpendiculaire sur le milieu p de la hase do/Otéû AB; et 
prendre sur çel arc , à partir de son point dé rencôntre q 'aecc 
l’arc nm, une lôngiteùr égalera un qiifidronl, . .. 




. ’ by GcxJglc, 


J 


• UliS LIGNES 5I-hÉKIQlES. ' ■ ’ • ' ‘ 

lieniartfut; II. L’iiUerprétâtion pircvdciitc de l'équation [d) 
eonduit encore à une première définition des polygones d’aire 
maximum inscrits élans une courbe. donncCyk savoir que l’arc 
iTormal à la courbe circonscrite en chacun des sommets du 
. polygone maximum doit être perpendiculaire à l 'arc de grand ■ 
Cercle joignant les milieux des côlès^ adjacents. Il en résulte, 
en particularisant la courbe donnée, que de tous les polygones 
sphériques, d’un même nombre de côtés, inscHts dans un petit 
cercle, le polygone régnliec est maxinuun d’aire. Si la courbe 
, donnée. est une ellipse spbérique, la dernière définition du 
polygone inaîtimnin inscrit parait oll’rir une tout autre dilTiL 
cullé, mémo dans lecasje plus sinqile où le polygone se réduit 
à un triangle, [l’ôii: Sldnvr-. Journal de Mathématûjues, . 
i84'i, page 170.) • 

, - y , ■ ■ 

•: ... ; ' • ■ 11 -' ' . - ■ - . 

Cercle tle .courbure y cercle oscillateur et )létTloppéc d’une. 

' -y y ... : ligne sphérique quelconque. - . 

.‘ 20 . P^oéosîTioNs pnÉLntiiNAiREs’. — ' Lemme I. V>ci/.r 

cercles de la sphère étant tangents intérieurement en un 
point, la différence de leurs ordonnées cuivilignes correspon- 
dantes, terminées au grand cercle tangent au point commia// 
f.-st un infininænl petit du second' ordre, 'ou du troisième 
[Cahscisse commune é.tani du premier),, suivant que la diffé'~ 
rence. dc.s ra^ ons des deux cercles est Jinie ou infinimentpctitc . 

' démonstration . L'abscisse coninuine étant du piTtnier 
• ordre, rordonnée de cliaque cercle est du second , et il en est 
.de môme de ladiflercnce des ordonnées, si la difTércnce de.s . 
rayons est finie. D’Un autre côté si , l’abscisse commune de- 
meurant fixe, la dîirérence des rayons décroît indéfiniment, la 
irouvelle dill'érence des oixlonnées décroîtra de mômé indéfini- 
meut; et son rapport à la ditlérence primitive, déjà du second 
ordre, tendra Vers zéro •; ce qui veut dire que cette nouvelle 
difiérericc est du troisième ordroi ' ' 

I.EMME 'II. Étant, donné un arc ; infiniment petit .iMli, 
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d'une courbe spbérùfue quelconque, il existe toujours entre 
les extrémi/cs de cet arc un point M tel, que Vai‘c de grand 
cercle normal à la courbe en ce point soit perpendiculaire a 
l’arc de grarrd cercle ab qui réunit ses extrémités . En outre] 
la distance de ce pointai à l’arc &h est du second 'ordre ; et. 
le grand cercle joignant le point M au milieu de la corde tîî> 
fait avec l’arc normal en M un angle nul, ou fini, mais tou- 
jours different d’un droit 

• Démonstration . Abaissons d'un point m de l’arc consi- 
dère amM6 un arc de grand cercle perpendiculaire sur la 


cordent, ei menons parce même point un arc dé-grand cercle 

langent à la courbe en ce point, et dirigé dans le sens ab. I.a, 
longueur du segment interceiiié par ces deux arcs sur la 
coi-de ab csi très-voisine d'une demi-circonférence, bu de 
zéro,- quand le point m est très-voisin de l’origine a , où de 
. fjg rextrcinitéè; et elle varie d’aillém s 

‘ . / d’une manière continue si le pcûnt 

m décrit lui-même l’arc aMi d’un 


J" ' tercepté sera donc exactement égal à 

un quadrant, pour une certaine position inlermédiaife'M du 
point décrivant -, et à cet instant l’arc normal.à la courbe en M 
coïncidera avec l’arc perpendiculaire à la coixle «^. D’ailleurs 
la distance de ce point M à la corde ab. est éVidcniment du 
second ordre; et l’arc qui mesure cette distance forme avec 
Velui qui joint le point M au milieu de la corde ab un angle, 
-nul ou fini, mais toujours diirércni d'un droit. Cet ai>gle,.cn 
effet, est rigoureusement nul quand la courbe est Un cercle,,, et 
ne peut être supposé droit quand la courbe est qiiêlconquè" 
car ce serait admettre que l’arc tangent en M coupe la corde ab 
entre ses extrémités. . ' , ' _ : 

21 . Cercle de courbure gé-odésique. Ou appelle courbure 
géodésiqiie totale' d’\w arc drUcrminé d'une ligne sphérique , 
-l’angle ca/ét/eur formé par lis arcs de .grand cereli* tangents 


% mouvement continu. Le segment in- 


, , ^l»ES .LIGNES SWIÉniQllÉS. I " 

aux eWiEiîiiiiu-s de eet'iirc , ou rate ([lii mesure cet augle dans 
la circonférence de rayon i •ycoiirhiirc géodésique moyenne du 
même 'are, le rajuiortde la courbure totale à la longueur de 
l'arc, et enfui courbure géofjêsique de la ligne considérée, en . 

cliaqué point do cctie ligne, la liinite^^ vers laquelle tend la 
courbure moyenne d’un are variable de cette ligne, ayant pour 
^.origine fixe le point coiisidéiv et décroissant îndéfiniment. Si 
.la ligne considérée est nn petit cercle de la sphorOj la courbure 
""géodésique movenne d’un arc quelconque est constante, et me- . 

0 désignant le rayon sphérique du petit cercle. 


snree par 


I 


lang 0 


On appelle enfin cercle de courbure géodèsique en un point 
d'une ligne sphérique le petit cercle de la sphère tangent à 
cette ligne en ce point , situé dù même côté par rapport au 
grand cercle tangent,- et ayant même courbure (jne cette ligne 
en ce point. Le rayon sphéri([ue S de' ce cercle est donc défini 
par l’cquatioii • •. ' ' . -r . .. . 

. . lang 9 ds' ■ • ^ 

ds désignant l’arc élémentaire de la -ligne considérée, cl 
l’angle extérieur des arcs de grand cercle tangents aux extré- 
mités de cet arc, pli y angle de continge'ncc géodèsique ^ êl le ' ' 
pôle de c'e cercle est appelé le centre de courbure géodésique, 

'ou le centre de courbure sphérique de cette ligne, pour le point 
considéré/ "■ • " 

Théorème I. Le centre de courbure sphérique d'une ligne 
en un de ses' points coïncide avec la limite du point d’inter- . 
section de l'arc de grand cercle normal à la figne en ce point, 
et d’un second arc normal, injininient 'voisin du premier. 
Démonstration . Deux ai-cs tangents infiniment voisins et 
les arcs normaux correspondants forment 
' un quadrilatère sphérique bireclangle 
> 'oatb, dont Taire est niesuiée par Tiiiie 

' P - .t • 

on 1 autre oc ces expressions o 


l'iB- c'I. 
’i 






y 


' fl ï- 


'o' ( ! ensoé?) :Iapï (’nûèro rvàrle; e* Ia 
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seconde supposant l’omission des infiniment petits du’ second 
ordre, e’. On, a donc • " 

(") <’g = o.cosoa • 

d’ailleurs ' • • ' , > • * ' , 

‘ • . P 

' 7 ^ • ' ■ ■ • “ 

rf.'' — oü = 0 . sin on -f- • 
et ron déduit de’ ces deux relations - . . • 


lim 


= ^ = . ' 


ou 


tang/70 , tangfl 

. * -*• * . * 
liin/7o=:S. - 


C. ,<J. F. l>. 


. On peut encore établi i;. celte proposition en remarquant que 
les prolongements des arcs «o, bo sont normaux en a' et b' à 
la ligue a' b' siipp/émeritaire de la proposée ab, et que l’arc 
éléineulaire d' b' de la supplémentaire mesure l’angle. dé coii- 
liiigence géodésique correspondant de la proposée. On a 
donc . . ' • ' . 


iS. — 

fis 


fl’ i' 


sin oa 
sin oa 


cos oa . 


sin oa ■ langon 


22. l e cercle osculaleuren un point a d’une courfje .sphé- 
rique ofec étant, par définition, la limite d’un cCrcle variable 
.passant constamment par ce point et par deux autres i et c de 
.la courbe infiniment ^voisins du premier, le cercle osculaleur 
en chaque point d une ligne sphérique coïncide avec le cercle 
de courbure sphérique au meme point, et c’est ce qui résulte 
du. théorème suivant. ' ’ 

1 HÉORÈME II. Zc /jô/ê du cerç/e osculaleur- ^gui est éci- 
flemment un petit cercle de la sphère) 'coïncide avec la limite 
du point d intersection de deux aras nopnaux infiniment 
voisins. ■ , ■ 

Démonstration . .Soient o le pôle du petit cercle passant par 
U , h ic\ m Cl n les milieux des ai es de grand -ccri le (di et bc ; 
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M el N les points des ^rcs ab et bc de la ligné considérée, 
Îj pour lesquels, suivant le Lemmc II, les 

arcs normaux Mp, N v sonl perpendicu- 
laires’ aux cordes ^ et O le 'point ^ 
d’intersection de ees arcs, et w le point de 

l’encontre de NO et demo. 

Les angles mM//, /jNv étant dill'érenis 
d'undroit,elMp,N vêtant du second ordre, 
il en est de mènie de m//, nv. Il en résulte que les segments 
O a>, ow sont du premier ordre, ainsi, par suite, que la dis- 
tance O O. Le point de rencontre de deux ares normaux consé- 
cutifs et le pôle du cerclé variable abc sont donc iiibniment 
voisins, et les limites de ees points coïncident, c. q. f. d. 

On peut encore regarder le cercle osculateur comme la limite 
fV un cercle variable tangent en a. à la courbe considérée , et 
passant par un autre point b de la.courbe, infiniment voisin 
fiu premier. Conservons, en clTet, la même figure, et menons, 
én outre, l’are normal en a qui rencontre en I et i les arcs 

MpO, mo. On reconuait encore que le segment If est du pre- 
mier ordre, ou que le pole/i du cercle variable dont il s’agit 
est infiniment voisin dit point de rencontre 1 des arcs normaux 
en a et M; et, par suite, que les limites de ces. points coïn- 
cident. • ■ 

Théoxème III. fine ligne sphérique àb et le cercle oscula- 
teur de cette ligne en un point a étant rapportés au grand 
cercle tangent en ce point j la différence des ordonnées cur- 
vilignes des deux courbes est. du troisième ordre, l’abscisse 
commune étant du premier. 

Démonstration. Considérant le petit cercle, de pôle /, tangent 
à la courbe en a et passant par le point b ; menons au point b 
de ce cercle l’ordonnée bp rencontrant en b' le cercle oscula* 
leur de la courbe au point a. Les deux cercles ab' et ab étant 
tangents en a et leurs rayons étant infiniment peu ditlérents 
puisque, d’après le théorème pirécédent, le premier est la li- 
mite du second; le Lemmc I est applicable* et ta différence bb' 

" , .. '3 ■' 
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de leurs ordonnées est dii iroisième ordre. Or, le poinî ^ aj)p:ir- 
tenant à la courbe primitive elle-même, est aussi la diflié- 
rencedes ordonnées de la courbe et du Cercle osculateur; et le 
théorème est démontré. — La réciproque est vraie et s’établit 
aisément. , ' ' ' 

23. Théorème IV. Chacun des arcs normaux à une courbe 
sphérique quelconque est tangent à la développée sphérique 
de cette ligne, c’est-à-dire à la courbe Jonnée par les intersec- 
tions successfves des arcs normaux à cette ligne ^ et l'arc élé- 
mentaire de la développée est égal à la différence correspon- 
dante des rayons de courbure sphérique de la ligne prinntive. 

Démonstration. Soient (i,b, c,. . des points successifs' 
de la ligne primitive/' et o_, o'..,, les 
points d’intersection des arcs normaux à 
celte ligne ch n et ft., en i ht c , ,cté. 

I Soient, en outre, a la limite de o quand 

suppose que , a étant fixe', î se rap- 
^ ' proche indéliuimeut de ][3 la limite de 

U . o' (juand on .suppose que, b étant fixe, c se 

^ rapproche indéfiiimient de h , etc., et soit 

«|3 la courbe formée par tous ces points limites, ou la déve- 
loppée. _ ' ^ ^ ' 

i). Si l’on abaisse l’arc a/7 perpendiculaire sur j3oA, on a 
dans le triangle opa, .. 

^ ' a/j 2= ôa.sinê. ' •' ' . • ' 

> î * • » ■ . I... . ' 

Or le segment dx est du premier ordre / puisque le point â est, 
par déiînilion , la limite du point o; il en est de même de 
l’angle o, puisque les points ael b spnt infiniment voisins; la 
distance xp est, par suite, du second ordre; et ce résultat 
suffit pour établir que l’arc est tangent en p à la courbe «p, 
dont l’arc «P est; d'ailleurs du premier ordre. . 

a). En second lieu, la différence des.arcs oo'ct oh étant au 
moins du second ordre (on peut, en effet, établir qu’elle est du 
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Iroisièinc) , oi) |>eut pnsor, on nÉgligeant les inriiiiinoiil petits 
<le cet ordre , 

oit on = O , <m ('3 6 — ^o) — (' an -t- n ï|) ^ o ; 

OU em oro • 

H « -4- O P ^ 6 — »n y 


OU enfîn 



= arc a 3 = rf 0 , 



en remplaçant ao-4-ojS par son égal, au troisième ordre 
]>rès, arcap. * • 

ConoLLAiRE.. Un arc fini quelconque y.! de la développée , 
correspondant à l'arc al delà ligne primitive y est égal à la 
différence des rayons -de courbiu-e sphérique de celle 

ligne en ses extrémités a ef 1. De plus , Concevant un ftl par~ 
tiellenient enroulé sur la développée, al et dont l’extrémité 
coïnciderait uctuellemenl avec lé point a , et déroulant ce fil y 
la portion libre sera toujours dirigée suivant un grand cercle, 
et son extrémité, venant coïncider successivement avec les 
points a , b , . : . , décrira la ligne primitive tout entière, . , , 

2 i. Hayons de première et de seconde courbure dune ligne 
sphérique ; relation entre ces rayons, et représentation géo~ 
métrique du rayon de seconde courbure. 

Notation. Nous désignerons, dans tout ce qui suit, les an- 
gles de contingence et de torsion en chaque point' d’une ligne 
sphérique pàr les lettres e et /j; l'arc élémentaire par ds, les 
rayons de première et dè seconde courbure par r, et rj, et, 
comme précédemment, l’angle de contingence et le rayon de 
courbure géodésiques par et r^', enfin la lettre 0 désignera 
rinclinaison^du plan osctüaieur su'r'le plan tangent à la sphère 
au même point. D’ailleurs, quand nous aurons à con'sidérer, 
en meme temps que la ligne primitive , sa développée sphéri- 
que, nous désignerons les élétneuts analogues 'de celle-ci par 
les mêmes lettres accentuées. ' , 

Cela posé i le rayon de première courbure /■, d’une ligne 
sphérique, ou le rayon du cercle osculateur, u’esi autre chose, 

- . . . 3 . 
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d’après le Théorème II, que le rayon du eercle defourbüi e géo- 
désique. Or le rayon sphérique 6 de ce dernier éùni défini par 
l’équation 

tangG, 


* 

r. 


on a , pour son rayon dans le plan , 

ds 


( 5 ) 


= sin 0 ; 


les angles de simple contingenee cl de contingence géodésique 
étant liés par la relation 

(6) rj==ecOsG, c V . ' 

déjà établie d’une manière générale, et dans laquelle 0 désigne 
l’inclinaison du plan osculateur sur le plan tangent à la sphère ; 
etl’on déduit aussi de ces deux deimières équations, 


( 5 , 6 ) _ .• e~\/7s' + . 

pour l’-angle'de contingence absolue de la ligne considérée. 

D’un autre côté, la surface polaire relative à une ligne sphé- 
rique quelconque se réduisant à un cône dont le sommet est au 
centre de la sphère, et ayant pour base sur celle-ci la dévelop- 
pée sphérique de cellelîgne , d’après les Théorèmes II et IV, 
l’ahgle de deux génératrices consécutives de ce cône, ou l’augle 
de torsion de la ligne tonsidérée, est mesuré par l’arc élémen-. 
taire delà développée, qui est lui-mème égal à dQ, On a doncf 
pour le rayon de seconde courbure ,’ 


ds dt 


df 

ds 


et si l’on a égard à cette relation, en ditfcrentianl l’équation (6j 
parrapport à s, il vient > - , r 


ou 


dr, dS ens© 

. = COS©. -7- == » 

«V fis r. 


Vr, . . 

r,. — coiO, ' 
.ds 
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'(tout la t'.onihiuaîsoii avec l’ikjuation (5) fournit, par réliniiiia- 
tion de 6, la relation découverte par M. Serret, entre les 

rayons de première et de seconde eourbure d’une ligne sphé- 
rique, , • 

(,) ^ ' 

Enfin, si l’on considèro, eu même temps que la ligne pro- 
posée /, sa développée sphérique on a déjà vu que l’arc élé- 
mentaire de celte dernière mesure l’angle de torsion de la pro- 
posée, et l’on aperçoit aisément que son angle de conliugencc^ 
géodésique est égal à l’angle de simple contingence de la prti- 
posée : 

/i, ">-g=e; 

et si 1 on divise ces équations membre à membre, on trouvera . 
pour le rayon de courbure géodésique de la développée 

(^) ; ' r' =tange' = -- ' ■ ' 

Celte équation peut s'écrire, . ' • 

( 8 ') 


sinâ 


tangfl' ' tanga' «" 

rt, désignant trois points eorrespondants de la ligne pro- 
posée, de sa développée et de la développée de celle ilernière; 
Fig. 17 . ' cl comme le triangle rectangle four- 

nit la relation 



cola an = ■ 


sinaa 
tanga' a" 


cota aa ' 


Ainsi, en chaque point d’une ligne sphérique, le rayon de 
'seconde courbure est mesuré parla tangente irigonométrique 
de l’inclinaison , 'sur celte ligne,, de l’arc de grand cercle qui 
joint le point considéré au centre de courbure sphérique cor- 
respondant de la développée, - ' - • • 
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•25. Théorème V. Une lign<i sphérique /font la première 
courbure [courbure absolue, ou courbure géodésique) est cou- 
stante, est un petit cercle de la sphère. - 

Démonstration, he rayon <io première courbuVe étant con- 
stant, il résulte de la formule (6) que l’inclinaison du plan 
osculateur de la ligne considérée sur le plan tangent à la sphère 
est aussi constante : donc, le plan osculateur de eette ligne est 
un plan fixe , et cette ligne est un petit cercle ; ou bien le plan 
osculateur roule sur une sphère concentrique à la première, et' 
d’un rayon égal à cosô. Mais, dans cette seconde hypothèse, 
l’intersection de deux plans osculateurs successifs serait tap- 
gentc à la sphère intérieure, et l’on sait, au contraire, que 
cette intersection est tangente a la ligne considérée et, par suite, 
à. la sphère extérieure; celte hypothèse est donc inadmissible, 
et le théorème se trouve établi. ' • ' 

-.2(). La détermination de la ligné sphérique dont la seconde 
courbure est constante, présente de plus grandes difficultés.» 
La représentation sphérique de r,, que nous avons indiquée - 
dans le n“24, conduit cependant à une propriété de cette ligné, 
qui peut être utile pour sa définition ultérieure : à savoir que 
le grand cerclé joignant un point quelconque de cette ligné 
au Centre de courbure iphérique correspprfdant de sa dé\>e- 
lopp%e, coupe la ligne proposée sous un angle constant. 

Tl résulte encore de la définition même de cétte courbe et des 
liaisons qui existent entre une ligne sphérique quelconque et 
sa développée, que un arc quelconque de la courbe est pro- 
portionnel à l’arc correspondant de sa développée sphérique.' 
Cette propriété , ou la relation équivalente ■ . 

sin S 


— = constante; ' . , 

tangS' - . 

s(î transforme , à ja limite, quand le rayon de la sphère aug- 
mente indéfiniment j en celle-ci . . 

P r ■ 

— = constante, ■ 

; • ■ P ■ • ■ 

/5 eX p' désignant les Aayo'ns d(* courbure de fa cpuibc pUne 
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iransfoi'iiiéc cl tie sa développce; et celte ctjuaûon représente 
une spirale logarithmique. Or, la loxodromie sphérique se 
iransformaiU aussi en une spirale, dans les mêmes circon- 
stances, la possibilité de ridciilité de ces deux lignes sphéri- 
ques résulte de cette analogie. Mais nous verrons ün peu plus 
loin que l’expérience contredit dette induction , et que la ligne, 
sphérique dont la seconde courbure est constante nY-st pas 
une loxodromie. 

Obsei'vatioii. Ou vient de supposer que « la rclaliçn 
= constante ayant lieu entre les rayons rie courbure cor- 
respondants d'une ligne plane 1 et de sa développée 1', cette 
ligne est nécessairement une spirale logarithmique. Celte 
proposition, que nous aurons d’ailleurs .à employer dans la 
suite, peut être établie en quelques mots de la manière sui- 
vante : ■ 

Si l’on désigne par a , a" , trois points correspondants de 

la, ligue /j de sa développée V et de la développée l" de celle 
dernière, la relation donnée exprime d’abord que l'hypolé- 
ausc aa'' du triangle. coupe la ligne l sous un angle 
constant'. D’ailleurs les éléments correspondants des deux 
ligues /, l' étant, par suite de la même relation, dans un_ 
rap|)orl constant, les lignes /, /'sont senihlables, leurs élé- 
ments homologues étant rectangulaires. Enfin la ligne V étant 
semblable à Ja ligne l est, comme celle-ci, semblable à sa 
développée /", les éléments lioniologucs de ces deux lignes étant 
encore rectangulaires, 11 en résulte que les lignes /, l" sont 
seinbhibles entre elles et semblablenicnt placées. Donc la 
droite aa", qui joint deux '.points homologues de ces lignes et 
qui coupe déjà la ligne / sous un angle constant, passe par un 
point fixe o, centre de sLuilitnde île ces lignes; et la ligne / 
> est une spirale logarithmique. 

â7, Théouême VI. Toute hélice sphérique est une dévelop- 
pante d'un petit cercla de la sphère-, 

Preniici'e démonstratioti . Poui ipie la ligne considérée; soit 
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une hélice sphérique, il faut d'il suffit, d’après un théorème ' 
dû à M. Bertrand , et que nous établirons plus loin , que le 

rapport de ses deux courbures — demeure constant, ou, 

d’après la formule (8), que le rayon de courbure sphérique Ô' ’ 
de la développée demeure co*nstaiit : ce qui exige que cette 
développée soit un petit cercle, la courbe considéréé etaht dès 
lors une développante de ce petit cercle. 

Deuxième démonstration. On peut parvenir aul remeut à 
•ce résultat en remarquant que la courbe formée par les^extré* 
mités des arcs de grand cercle tangents à une ligne sphérique 
quelconque, et égaux à des quadrants, peut être regardée 
comme le lieu des extrémités des rayons de la sjihère parallèles 
aux tangentes de cette ligne : si donc cette dernière est une 
hélice, la courbe auxiliaire sera un petit cercle de la sphère. 

Or, on reconnaît aisément que la développée sphérique de la 
ligne primitive et la courbe auxiliaire sont, dans le cas géné- 
ral, deux lignes supplémentaires, ayant par suite même déve- 
loppée; et comme, dans le cas actuel, la développée de la 
/ courbe auxiliaire se réduit à un point, il en est de mémê de la 
développée seconde de l'hélice sphérique, et la prenaière déve- 
loppée de cette ligne se réduit à un petit cercle de la sphère. 

c. Q. ». ' 

Enfin , on parvient encore à ce résultat par les considéra- 
tions ordinaires, en remarquant que la aurface polaire relative 
à la ligne cherchée est un cône concentrique à la sphère, et 
ayant pour base sur cette dernière la développée sphérique de 
cette ligne. Or la ligne considérée étant une hélice, le cône, 
qui en est la surface polaire, est de révolution; et sa base sur 
la sphère, ou la développée sphérique de l’hélice, est un petit 


cercle. 


28. Expressions diverses du rayon de courbure géodcsiçue 
d' une ligne sphérique. ^ ■' ■- . 


i). .Soit une ligne sphérique quelconque aa, dont chaque 
point est défini par sa distancé sphérique p à un poitii fixe A, 
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pris sur la surface de la spbère, et par l’angle w (jue le grand 
cercle qui mesure celle distance fait avec le grand cercle 
Fig. i8, fixe A jr. Menons les rayons vecteurs sphé- 

riques An = p, A«, = P -f- r/p, ainsi que 
les arcs de grand cercle at, a^t tangents 
à la courbe en a, o, ; décrivons, du point 
A comme pôlé, l’arc de petit cercle oa et 
menons les rayons c«, ca, de ce cercle: 
désignons enfin par V et V-f- dS les an- 
gles aigus sous lesquels les arcs An, An, conjieiit la courbe 

en o,n, -, et par dut l'angle nAn, ou son égal nca. 

Le triangle nan, , rectangle en a, donne d’abord pour l’arc 
élémentaire de la ligne considérée 



(a) -t-f/wsin’p; 

la substitution de la portion de zone Ana au quadrilatère 
sphérique Antn, et l’évaluation directe de l’aire de ce dernier 
fournissent ensuite l’égalité 

(i — cosp) (lu —dot -h fl \ — eg, ' 

ou ’ . 

(b) ' f/V -+-</«. cos p. 


Cela posé, si Von prend d’abord l’angle m pour variable in- 
dépendante, on aura, comme on sait, 


• r ‘dp . , 

tangV = smp: — - = sinp:p , 


d’où 


d\ 


P ■'cos P — P smp 

sin^ 


d(a P ■ 

Cette valeur, substituée dans la formule (b), donne la valeur 
du rapport et comfnc la formule (a) fournil l’expression 

du rapport eii divisant ce rapport par le précédent on 
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(9) 


lang 0 = 


(sin’» 




Cg cosp.snrp + 2p *cosp — f> 5inp ^ • 

J 

Supposons, on second lieu, que l’on prenne Tn/c s poitr 
variable indépendante, on aura dans le triangle nan, 


I cosV‘= ^ =r p',' 


ds 


d’où 


d\ 
(h _ 


- ■ v> - p" 

On déduit d’ailleurs de la formule (n), 




dt,i sj \ — p'“ 

ds sinp 


«l si l’on porte ces valeurs dans l’équation [b), préalablenicnt 
divisée par ds, on trouve 


(9') 


sinpéi — p'’ 

r, = _tang9 = 


, 1 ). "Enfin,, en désignant par p l’arc de grand cercle abaissé 
de l’origine des rayons vecteurs sur l’are tangent au point a 
de la ligne considérée, et regardafit p cl p comme formant, 
un système particulier de coordonnées, on a, en généralisant 
une formule d’Euler, - - 

sinp.^p 


(9") 


tangfl'= 


d,i\np 

Pour établir cette formule le plus simplement jMJSsible, siib- 
•■'‘fî' >9- stituons à la courbe considérée son ccrclo - 

\ osculateur en a , dont le pôle est a' •, mc- 



.< - - V 


uons An', posons aa'=9 et An' = a. 
Le triangle rectangle Apa donne 

sin/J = sin p .sin Af//i — sanp cos Ann'; 


et si l’on substitue cette valeur dans la formule 

eos3!= cosO.fOSp 4-‘sin0.sinpTcosA<»ff',. 
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fournie parle triangle Aaa\ il vient ^ . .. 

cosa==cos0,cosp-t-sin9.sin/^; ' 
d’où , '' ' ’ ' , 

tos0.sinp.f/p= sin9.rfsin/>, 

CO (jui est la. formule énoncée. •> , 

On peut encore établir directement cette formule en abais- ' 

saut les arcs Ap, Api, perpendiculaires sur les arcs tangents 
oti a, flj, et dont le second rencontre en q l’arc tangent en a, 

, de manière que piq=iflp. Les triangles infinitésimaux Aaa , , 
ap,q, et le triangle rectangle Apa fournissent les relations 

‘ .r ' ' dù i sinap, 

S_, îl- = — • 

cosV Cj /;,<■/ dp 


sina/> = tang/J 


' .. sinp sinV sinp.cosV , 

.cotV=r i- cotV= !- 1 


dont la multiplication' membre à membre donne, après sim- ' 
pliGcatiùu , la formule dierchée 

^ P • '^P sln P ■ dp ■ . • ■ t 

tg cosp.dp (l.sinp . 

Remarqite I. La formule (9) ne diffère que par la notation 
de l’une des formules 'données par Gudermann sur cette ma-' 
jière [Grunclriss der analylischen Sphàrih, page 34 ) • 

Remarque II. La formule {g") suppose que l’origine des." 
rayons vecteurs soit située du même côté que la ligne sphé^ 
rique elle-mênïe, par rapport au grand cercle tangent à cette 
ligne au point considéré. Elle devrait s’écrire 

" -rt.sin/j 

dans le cas contraire. 

29. jépplicntion -fies formules précédente» à l'ellipse et à 
la loxodromie sphériques. ' ; . 

i)'. Supposons d’abord Vellipsp sphérique nq>portcv à son 
rentre 0; et .concevons l’clIipsc plane egalement rapportée à 
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sonlcenti'ej qui ru esl la perspcclive sur le plan tangent en Oy 
le point de tuc étant au centre de la sphère: la considération 
de cette dernière, si utilement employée déjà par M. Borgnct, 
dans son excellent Essai de géométrie analytique de la sphère 
(Tours, t 84 y), deVani nous dispenser de tout calcul nouveau, 
par l’emploi des formules bien connues relatives à l’ellipsie 
plane. L’équation de celle-ci, suivant les coordonnées particu- 
lières r cl p, est , . ‘ ^ . 

, p’(a’ -(- à’ — = a’ 

U, b, r et P désignant les demi-axes de l’éllipsc plane, ou les 
tangentes ti igouométriques des demi-axes de l' ellipse sphérique; 

. le rayon vecteur- d’un point quelconque de la courbe, et la dis- 
tance du centre à la tangente en ce j>oinl. On aura donc, pour 
l’ellipse sphérique rapportée aux coordonnées analogues p et p, 

l’équation ' 

tang ’/j {«’ -H- 6’ — tangV) = «’à’, 
ou ■ ' . - . 

•v ■ * 

(c) sin’/>(a’ -t- i’ — tang^p) = a’è* : 

/de là, en différenliant et appliquant ensuite la formùlc (9'''), ' 

tlù 


(a‘ à’ -t- fl’ -1- à’ — tang’p) rf.sinp — sin/>. tangp. 


cos’ P 


sinp .f/p ( a- h‘ ■+■ fl’ -t- i’ — lang'p) cos’,; fl’ à’ cos’p 

f/.sinp sin/> sin’p ’ 


(10) 


sin/> 

, COS-' p 

= tang6 = fl’ b^.—. • 

* stn‘p 


A l’eXlrémité de l’un des axes, de l’axe aa, par exemple, la 
formule devient ' f ' . • 

■ à’ tang’ P . 




tang: 


2). Supposons, en second lieu, Y ellipse sphérique rap- 
portée à tun de ses foyers f , pris pour origine, et cberchons 
d’abord sou équation entre les coordonnées jo et p., 

On a , - , 


siji P = sin P . sin V = sin p . cos i = sin p cos 


/fl,/' . 
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V el / désignani les angles coniplémcnlaires que lornic le rayon 
vecteur^ avec l’arc tangent et l’arc normal en rn : le triaii-' 
■gle/m/' donne d’ailleurs la relation ' • , - > 


(d) 




. .. fmf ,'lsm(a-i-yisin(i 

sin V = ens — -= \/ : — -^—7 

- -2 V sinpsinp' 


fsf — 7I 


, .-Ain^g 

V 


+ 7).sio(a — 7) 


ipsin(2a — p) ’ 

V 

/ ^ . 
et l’on en déduit, jwnt l’équation de l’ellipsO, 

(e) " sin’p = sin{g + 7)sin(a — 7). — 7- ~i 

^ ' " ' ' sm(2g — p) ■ ' 

le grand axe et rexcentricité de la courbe étant' représentés 
jwr 2« et 27. • 

Dififérentiaut celte équation, et ayant égard à ta formule (9"), 
il vient d’abord . ' - ' •. r 


2sin/J.dsin/> = sin (a -fr 7)sin(g — 7) 

sin ( 2 g p) cosp -f-'sinp cos(?. a — p) 
^ sin’ (2a — p)- 

sin 2 g, sin (g + 7) sin (g — 7) 
sin’(2g — p) 

sinp.f/p 2 sin p sin/> sin’ (2 g ^ — p) 


do 


dp, 


langO 


d. sin/i sin 2g . sin (a + 7) -sin (g — 7) 


î>e là enfin, en remplaçant smp par sinp sin\, et ulilisantla 
formule [d), - 


iang$ 


oti 


, ^ sin’(g-t-7)sin’(g — 7) 

2 sioV. 5 — '* 

sin* V 


2siny. sin’^.sin’(2» — p) 

sin 2 g sin (g + 7) sin (« •— y) ~~ sin 2 g . sin ( a -t- 7) sin (g — 7 ) 


(t.) ■ !;v=tange=. II). 

' ' * ° sin 2 g sin’ V 

t. . . » 

On péi'it d’ailleurs introduire dans cotte formule l’arc nor- ^ 
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mal run = J)f icTininé à l’axe focal /y'.'" Car si l’on désigne 
par n la bissectrice de l’angle intérieur m d’un triangle recti* 
ligne fnij', par r et / ' les côtés adjacents, on démontre aisé-" 
ment cette formule ' - . 


n n m 

- H- -7 = 2 cos - ; 
,r r' 2 


cl en réganlam ce triangle comme la perspective sur le jdan 
tangent en ni du triangle sphériqUeyir»/', 011 en déduit pour ce 
dernier 


tangN 


tango 


tangN ■ , 

• ; = 2 sin V : . 

Ung2a — P 


d’où, par des transfonnalions successives, 
langN sin (p + 2* — p)=tangN sin 2 a. = 2sinV sinp sin(2 4 — p ) ; 
ou,. en multipliant pâr sinP’ eA. remarquant que ’ 
sinpsin(2 a — p) sin’ V = sin (a -t- 7) sin (» — 7)', 
d’après la formule (f/), 

. Sia 2 a 

qui, combinée avec la formule (1 1), nous donne enfin 


('=*),. 


tang 0 


tang N tangN 

' sjn’ V cos’f 


Remanfue I. Le produit tang N. sin V étant constant, il ré- 
sulte de la formule (i i) <|ue le rayon de courbure géodésique 
en chaque point d’une ellipse 'sphérique est proportionnel nu 
cube de la tangente trigononiélrique delà portion de tare 
normal à la courbe en ce point, terminé à V axe focal. 

■‘Remarque IL La formule (12) démontre immédialeirienf 
cette construction du centre de courbure géodésique de l’ellipse 
sphérique, à laquelle j’étais parvenu par d’autres considéra-' 
tipns (*) : Par le point de rencontre de l'arc normal et de 


( ') Dr3 MsihndfS eHit^ometne, pa;;'o 87 . ( Maller-ft.'ioliplié!-, i8r.,A.5 
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l'axe focal, et perpendiculaiivniènt au premier, metieii^un • 
, arc (le grand cercle terminé au rayon vecteur qui joint V un 
des foyers du point considéré; et éleoer, par son extrémité, 
un arc de grand cercle perpendiculaàc au rayon vecteur et 
rencontrant l'arc normal au point cherché. 

3 ). La ligne aa, éiaiit une loxodromie ayant ponr pôle Tori- 

gine des rayons vecteurs, on a, entre le rayon vècleur An = p' 

d’un point quelconque de la courbe et l’arc A p = p, perpen- 
diculaire an grand cercle langent en a, la relation 

{/) ^ sinp — sinp sin V , ' . ' 

> d’où . . 

f/. sin/) = sin V . cosp .f/p , . 

puisque, par la dêfiiniion mêiUe de la courbe, l’angle V. est 
l’onslant; et l’on trouve, en appliquant la formule (9'’), ' ■ 


(> 3 ) 


' tangO 



ou ■ ■ ■ > 

• ■ . ‘ ^ 

, cosÀnn' = tang Au.cotu/j'; - 

a' étant le centre de courbure geodésique de la loxodromie 
en a {voir la figure de la page 42)- H résulte de cette formule 
que le triangle «A â' est rectangle en A^ de sorte que le centre 
■de courbure géodésique, en chaque point de la loxodromie, 
s'obtient par la même construction que le centre de cour- 
bure de la spirale logarithmique qui en est la projection sté- 
réographique. Mais là s’arrête d’ailleurs l’analogie entre les 
développées plane et spbérique de ces _deux lignes. Car si le 
triangle aAa', rectangle en A, est supposé rectiligne, l’aiigle 
A an' étantcoHslant, il en est de même .dé l'angle Aa'a, qui 
est précisément égal à V ; et dé là résulte l’identité de la spirale 
ét de sa développée! Mais si ce triangle ést sphérique, l’angle 
Aan'"élant constant et le'côté An variable, l’angle Aa'a ne 
saurait être constant ; et, par suite, la développée sphérique de 
la loxodromie n’est pas soumise au même mode de construc- 
tion que cette ligne elle-même. - t , ■ 
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Si l’on abaisse encore Ap' perpendiculaire suroo’, on aura, 

en posant Aa' — p', Ap' =: p', et désignant par B' le rayon de 
courbure géodésique en a' de la développée de la loxodromie , ' 

t ' ' , 

. sino'. dj>' ' , ■ . 

tang6'=--!; — 
a. smp 

maison trouve aisément sur la figure 

sinp = tangp'.tangV, sin/>' = sinp.cosV, 


d’où 

(/') 


sin/.(' = sin V . tang p' ; 


de là, en dilTérentiant et substituant dans l’expression de 
tang 6', ' ■ 

sinp'.ros’p'" sinô.cos’p' 

. tang 9' = ^ - 


sinV- 


tangV 


ou encore 


sin9 tangV 
’ tang 0' cos^ p' ’ " . 

r, désignant [-no/r page 37 , formule (8') } le rayon de seconde 
‘courburede la loxodromie. Il résulte de celte dernière formule , 

dans laquelle — est un nombre variable, cette conséquence 
^ ... 
négative déjà annoncée ( page 38, n” 2<>) que In ligne 

sphérique dont la seconde courbure est constante n'est pas 
une loxodromie ^ . 

- • III. _ : ' ^ • 

Dès enveloppes sphériques. 

30. De V enveloppe sphérique d'une série d’arcs de grand 
' cercle passant par les diffétents points d'une ligne donnée ', 
et coupant cette ligne sous un angle qui demeure constant^ 
on qui varie suivant une loi donnée. ^ . 

Soit / le point d’intersection de deux arcs dé graud ccrcje • 
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iiiiinhucai voisins /(/', a,i', coupant sous les angles a et n-+-da 
la ligne sphérique <za,. Menons les article 
grand cercle tangents à cette ligne en a, 
a,, se coupant en t et formant en ce point 
un angle aigu qui est l’angle de contin- 
gence géôdésique de la ligne na, dont 
nous désignerons l’arc élémentaire par ds. 
I^e triangle inhnitésimal iaa^ donnant la 

V 

(-/s.sina 



on voit que la position du point i sera déterminée si l’on par- 
vient à une seconde expression de l’angle i. Or il suffit, pour 
la trouver, de recourir à une méthode déjà employée, en assi- 
milant d’abord le quadrilatère sphérique iatoi à une portion de 
zone , et en évaluant directement ensuite l’aire de ce quadrila- 
tère. On obtient ainsi l’égalité ’ • 


ou 

(«') 


» ( I — cos ia'j == i — Cg — fia, 


da 


dont la comparaison < avec la l'elation (a) fournit la formule 
cherchée 


{' 4 ) 


tang ai = sin n . 


ds 


Cj-t- da 


Si l’on suppose, en outre, que par les mêmes points de la 
ligne* aa, on mène dés arcs de grand cercle perpendiculaires 
aux précédents et se coupant en //, on voit aisément que la po- 
sition-limite de leur intersection est donnée par la formule 


(. 5 ) 


tang<7« = cosn. 


- fis 


■ da 


/ N /■ X 

a et d'a ayanl les mêmes valeurs numérîqutîs et le même signe 

• ' ' , ' ■ 4 
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que (laus la formule (i) : nous ferons dans la suite un usage 
très-fréquent de ces fornuiU'S. 

Examinons, en particulier, le cas où les arcs ai eçufient la 
ligne aa, sous un angle constant : da sera nul dans la for- 

(ÎS k • 

mulc(i4)t — représentera là tangente trigonométrique do 

l’arc aa' normal à la ligne donnée et terminé à sa développée ; 
et l’on aura 

langa/=: sinn.tangaa', , • 

ou . ■ ' 

tanga' = tango»'. c«>s /(?«', 

ijui démontre que le triangle 7aa' est rectangle' en Donc, sf 
par chacun des points cT une ligne sphérique on mène un arc 
de grand cercle coupant celte ligne sousjm angle constant , 
le point où F un de ces arcs touche son enveloppe s'obtient en 
abaissant, du centre de •courbure géodésique correspondant, 
de la ligne proposée , un arc de grand cercle normal à Tare 
considéré. Qn a,' comme on sait, une construction analogue 
pour les courbes planes (Réauniur); et la détermination du 
centre de courbure géodésique de la loxodromie présente une 
application inverse de cette construction. ' 

31 . De C enveloppe sphérique d’une série d'arcs de grand 
. cercle , dans le cas où chacun de ces arcs est défini par deux 
de ses points, liajron de courbure d'une roulette sphérique ÿ 
applications diverses. 

Soit aboi uh arc de grand cercle mobile, et supposons qure 
son mouvement sur la sphère à laquelle il appartient soit défini 
par les mouvements .simultanés de deux de ses^ points a'et t,- 
qui décrivent dans le même temps |es arcs très-petits aa, et 
bb, : l’arc mobile occupant dans l’instant suivant la posi- 
tion a,i,. La limite du point d’iiltcrscction a' des deux’'arcs 
infiniment voisins ah, a, h,, c’est-à-dire le point où l’arc mo- 
bile ah touche son enveloppe, s’obtiendra (comme dans le cas 
analogue du problème relatif à l’enveloppe plane d’une droite 
mobile) par la comparaison des ti iangles o'aa,, a'iù, : ces tri- 
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angles donnent, en 

effet , 



. .1 ■ 

. f 

,*s 

a' — 

flfli.sinn , 

bbx .sin b' 


■ - 

: • 


sina fl 

, sin n' b ^ 




d’où 


* 




\by 

sina'a na, 

sin fl 


* . \ * 


sina'é bh, 

sin b 





Considérons d’une manière spéciale la roulette sphérique 
aOi engendrée par le point a invariablement lié à la ligne b'b\ 
qui roule sur la ligne fixe bbi \ la ligne bxe, la ligne et le point 
mobiles appartenant à une même sphère ; et regardons les lignes . 
fixe et mobile comme des polygones sphériques de côtés infini- 
ment petits et , égaux deux à deux l’angle extérieur de ‘deux 
côtés consécutifs de l’un de ces polygones pouvant être pris, à 
la limite , pour l'angle de contingence géodésique de la ligne 
correspondante. " ‘ ^ 

, Cela posé, les deux, polygones étant actuellement en contact 
suivant les éléments b„b, b',b', le mouvement de la figure mo- 
bile .dans l’instant suivant consistera en une rotation s’effec- 
tuant autour du diamètre o&, . 
et' en vertu de laquelle le 
point mobile décrira un pe- 
tit, arc de cercle na,, ayant 
pour pôle le point b ; l’angle 


F'S-.î'- 



décri taôa, étant égal à 

par suite, en ■ posant ha=^p^ 
bbi =1 b'b\ = ds,, et désignant par r^, r'g les rayçns de cour- 
bure géodésique en b, b' des lignes fixe et mobile, ofi aura 


c’est-à-dire à e^.± 




*)s>np = '^M7±:4.)sin,4, 

y g ! 


d’où 


ua 

U 




sinp. 


On voit d’ailleuri tjue' les arcs aô, a^b^ sont normaux à la 
roulette en a, ai ; 'et que,'ces deux arcs allant se couper au 
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point la limiti' <l(; au' est le rayon de courbure sphérique 
de la roulette en a : nous le désignerons par 6, cl nous appel- 
lerons \ l'inclinaison de l’arc aft. sur la ligne fixe bb^tOv, la 
comparaison des formules [b) et (//) donne, en remplaçant 
sinrt par i et sinè par sinV. la formule cherchée 


(B 


\' t '■f 


sin(0 — pj V/-, r, / sinV 
dont nous allons faire quelques applications. 

i). Que l'on considère en particulii'r la cycloïde sphérique 
engendrée par un point de la circonférence d’un petit cercle 
de rayon sphérique R a-oulant sur un grand cercle de la sphère : 
on aura d’abord j en posant =. ce , = tangR, 

sin6 sinp ; 

, sin(6 — p) sinV.langR / . 

Si l’on abaisse ensuite du pôle du petit cercle un arc perpen- 
diculaire sur le rayon vecteur p et divisant ce rayon en deux 
parties égales, on aura dans le triangle sphérique résultant 

0 . P 

sin V = cotR.fani;*- > ou sin V. tancR = tang - : 

2 U V 2 

d’où, en substituant dans la formule précédente, 


sin 0 

sin ( 6 — B ) 


sin P , P 

~ 2 cos’ 1 -4- cos O. 


P 

tang ~ 


On déduit de cette dernière 


tangd = • 


COSp) , 


I — COSp — COS’p 

■Cette formule a déjà été donnée par Gudermann [Grundriss 
der analytischen Sphàrik, p. 46 ), mais sans construction-, et 
sous sa forme actuelle elle en parait, en e^et, peu susceptible. 
Toutefois, si l’on calcule au moyen de cette formule la valèur 
de tang(6 — p), on trouve, toutes réductions faites, cette 
’ équation très-simple ; • • • 

(•r,) tang{9 — p} = sinp, ' ' . . 
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(|ui conduit à la construction suivante : Sur le' mj on vecteur 
sphérique p, qui joint le point décrivant au point de contact 
actuel du cercle mobile sur le grand cercle fixe, construire 
un triangle rectangle dont l'angle droit soit adjacent au 
point de contact, l'angle adjacent au’point décrivant étant 
de 45 degrés; et rabattre le second'côté de l'angle dtoit de , - - 
fç triangle sur le prolonge-ment du premier; l’extrémité de cct 
arc rabattu est le centre de courbure sphérique de la cycloïde, 
au point considéré. ^ ‘ 

Considérons encore, a\ec llernoulli et Clairaul, rép/- 
cycloïde engendrée par un point d'un grand cercle de la ■' 
sphère roulant sur un petit cercle fixe. < '• 

Le lieu des intersections successives du grand cercle mobile 
est ici, abstraction faite du petit cercle direcletir, un -petit 
cercle symétrique du premier par rapport ^u centre de la 
sphère; et, comme le grand cercle .mobile représente, dans .. 
l’une quelconque de scs positions, le grand cercle normal à > 
l’épicycloïde ou le grand cercle tangent à sa développée, un,. 
voit que cette développée est un petit cercle de la sphère ; et 
l’épicycloïde elle-mcrtie, d’après un théorème démontré, est 
une //é/éce .«pAé/îiync dont Taxe est perpendiculaire au plan du 
petit cercle directeur, c’est-à-dire une courbe rectifiable . 
comme toutes les hélices. On retrouve ainsi , mais d’une ma- . 
liièi-c intuitive, et en donnant, un nom à la courbe, le seul , > . 
cas, déjà rencontre par Reriioulli et Clairaut., où une épicy- .. • •; 

floïde sphérique .soit rectifiable (d/émo/re.t f/e rfe.v ' ‘ ' 

Sciences, 1^32). . . • ' 

3). Problème. Trouver sur la sphère bn ligne dont le rayon \ 

de courbure sphérique est double^ de l’arc normal terminé à . • 

un grand cercle fixe. ' , ■ ' 

Rr-gardant, à cet effet , la courbe cherchée comme une rou- - 
lette décrite par un point n invariablement lié à une courbe, 
de nature inconnue, et qui roulerait sur le grand' cercle fixe 
dont il s’agit, nous ferons dans la formule (B) 

p — oi ' ' 


♦ 
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çl il viendra' 


sin I 

sinp r. 


I ïin’ I 


sin V 


sin P 


CHAUTRE TROISItLME. 


d’où 


acosp.sin/> 


dont la comparaison avec la formule générale /■' = , 

fournit enfin l’équation différentielle de la courbe auxiliaire 

V 


sin 0 . </o 


sin’o 


2 cosp . rfp rf, sin P 


d’où 


ou 


(a-j) 


r/. sin P a cos p sin p 

sjn’p = Csin/j, 

‘ - sinp=CsinV. 


sin/> 


Si l’on rétablffdans cette formule l’indétermination de Tu- 
nité de longueur, et si l’on suppose ensuite que le ^rayon 
de la splière augmente indéfiniment, elle devient à la limite 
p = C'sin V et représente une circonférence passant par l’ori- 
gine des rayons vecteurs. La , courbe correspondante sur la 
sphère est beaucoup moins simple, et son équation en p et o) 
ne peut être obtenue en termes finis que dans le cas où la 
constante C est égale à l’unité, -auquel cas on trouve 


tang 


-_p V 

4 


c^ 


4). Problème de Cardan sur la sphère. Tiouver la ligne 
sphérique qui en roulant sur un petit cercle ilonné en gendre, 
par un de ses pointsl'ou par un point qui lui est lié invaria- 
blement, un gratid cercle de la'sphère. ' '« 

■ Si ou modifie la figure sphérique déjà employée, de manière 
que les lignes sphériques fixe et mobile soient dans les mêmes 
relations de position que les deux cercles du théorème do 
Cardan, on aura l’équation ^ v. . . _ ' , 


sin (8 


sin 9 ' / t I Vsinp ' ' ; , ' 

I (8-- p) ~ v;. Z fimV’ - : • 


' ) 
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». ^ TT TT 

l'aisani dans celle éijuatioii’S = -, 6 — P ~ — P- 

vaut par rapport à -, » U vient- ^ 


sin V 


sin// 


rg sinp.cosp . r„ siil'pcosp 

désignant le rayon de courbure géodésique du cyrcle fixe, 
l'g la grandeur analogue pour la ligne mobile chereliée ; et p et 
P les coordonnées, déjà employéos, d’un point quelconque de 
eette’^ligne, prises par rapport au point décrivant, considéré 
comme origine. Si l’on remplace enfin dans -la' dernière for- . 

mule T par' f — > on obtient cette équation dill'érenlielle de 
rg ^ sinp.ap ■ * , . . 

la courbe cherchée , . , . 


r/.sinp 
sino.rfo sin’o.eosis 


sin/j 


«pie 1 oirpeul ecnri’ 


ilr 


<i.r a:(r — .r’) r . • 

en posant . • 

• sin/> = t, cosp = .r. ' 

ffr, celle dernière équation plant linéaire,' un trouvi' en l’in- 
légraal . , • 




4-C : 


et rtjften déduit relie /.^rem/erevéejuation delà c<iiirbc cherchée ' 




sino laneo 

sjn/^=r — i ^-i-Clangp. 

c 


Dans le cas où la sphère so irairsforaie en un plan, on a. 

■ . ■ ■ 

:• * •- ■’ /» = ^ + Cs;.- ••• : 

• , * *. V . 

V’‘ V »*■ 

cl, en siqiposaiit nulle la constante C_, ' ■ .. . 


f'ÿ 


J- . 


.Drgitij cd by Google 



56 PHEMIÉIIE PAKTIE. CHAPITRE TROISIÈME. 

qui représente un cercle décrit sur l’un des rayons 'r du cercle 
fixe comme diamètre. Il en résulte que le théorème de Cardan 
renferme seulement une. solution particulière du problèipe 
général. 

Supposant pareillement nulle la constante C de l’équanoii 
(xj) relative à la sphère, il vient 


sin’ V 


siri’f 

1 P ’ 

rj cos’ P 


sin’p sin’p 

sin’p + p'* ricos’p’ 


p'‘ = rjcos’p — sin’p; 


ou 



± . ‘‘ - L: : . - . > 

yr'g eos’p — sin’p 



dont l’intégration ne }>eut s’efl’ec.tuer algébriquement. T 

Si l’on suppose que là base de la roulette soit un grand 
cercle, ou, si l’on pose = oo dans la formule (xj) , elle de- ‘ 
vient . • 

sin/> = c langp. ■ ' ' 


Si la constantè C est inférieure à l’unité, cette équation repré- . 
sente la développée sphérique d’une loxodromie [xo/cpage 44 ■» 
formule {/')]■ Et la courbe qu’elle représtnie, dans le cas le 
' plus général, se transforme en une spirale logarithmique quand 
le rayon delà sphère augmente indéfiniment. 

5). L’élégante méthode à l'aide de laquelle M. Bresse a pu . 
résoudre d’une manière complète le problème de la conslruc- 
.tion du rayon de courbure, pour une classe très-étendue de" 
courbes mécaniques planes, repose, abstraction faite de toutes 
considérations de cinématique, sut ces deux théorèmes de géo- 
métrie : • 

Dans le mouyenient d'une figure plane, et à une époque 
quelconque de son mouvement, 

1 °. 'Les centres de courbure des lignes enveloppées par les 
diverses droites de la figure mobile, aux points où ces droites 
les touchent actuellement , sont distribués sur une .première 
circonférence, passant' par le centré instantané actuel de , 
rotation, et tangente a la ligne décrite par ce centre;^ . \ 
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2 °. Les points de la figure mobile dont les trajectoires ont 
actuellement un rayon de courbure infini^ sont également 
distribués sur une seconde circonférence , ‘symétrique de la 
première, par rapport au centre instantané de rotation. 

Le mouvement d’une figure sphérique sur la sphère à laquelle, ■ 
elle appartient, présente-t-il des propriétés analogues? 

Cherchons d’abord, pour répondre à cette question, le lieu 
des points de la figure mobile qui décrivent actuellement des 
arcs de grand cercle,, ou dont les trajectoires ont actuelle- 
ment. un rayon de courbure géodésique infini. H suffit pour 
cela de faire • . , • 

9=-, sin8=i et sin(6 — p)— cosp, 

. ■ ' '' 
dans la formule (B) J et l’on trouve ainsi, en remplaçant V 

par w , ' ‘ 

(x,) sin P co$P'= Csinu, C = = — , 

I I I du . . 

■ <■ r, r . , 

' ■ ' . . i * 

pour équation de la courbe cherchée, qui n’est pas un' cercle 
comme dans, la plan, mais bien une courbe du troisième degré' 
représentée, suivant le système de coordonnées de Gudermann , 
par-cette autre équation ' • . 

(.r,) (tang'Ç 4- tang’») (i — C tang») — Ctangu = b. 

.• Ën second lieu ,*il est facile de voir què sur la sphère il 
n’existe plus, coimne dans le plan, une courbe spéciale lieu 
géométrique des centres de courbure sphérique des ligues enve- 
loppées par les divers grands cercles de la figure mobile; et 
que ces centres peuvent couvrir la sphère tout entière : le 
centre de cOurbure de là ligne euvelo'ppée par un grand cercle 
quelconque co'incidc , en clfet , avec le centre de courbure de 
la trajèctoire décrite par le pôle de ce grand cercle; et les cen-,' 
très de courbure des diverses enveloppes sont, par suite , dis- 
séminés d’une manière quelconque sur la sphère, exactement 
comme les centres de courbure des trajectoires correspon- 
dantes. , V . 
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ÎN'éamiioiiis, si l’on sait qu'un grand cercle de la figure mo- 
bile tourne autour d’un point fixe, son pôle décrivant un grand 
cercle, on counaitra un point de la courbe ■' 

sînp cosp = C sintu , 

qui est compléteincnt déterminée par la connaissancéde trois 
de ses points, et que l’on pourra utiliser, quoique avec beau- 
coup moins d’avantage que la circonférence qui lui correspond 
dans le plan , pour la construction du centre de courbure sphé- 
rique de la trajectoire d’un point quelconque de la ligure tno- 
bile. ' . ^ ^ 

liemnrqite 1 . Si op pose, dans la formule' ( 11) ( voir page 5 a), 


B — 0 = 

' 2 


d’où 


sin(6-^o) = i et- sni6=cosp, 


on trouve l’équation 


r , I Y ' ✓ 

sin (.> = L — d;: ^ 1 tangp : 

\ ^ K / ’ * ' 


elle représente une ellipse sphérique, capable d'un angle 
droit, et dpnt l’axe //y/ioré«u5e’ est normal à la ligne des.ren- 
tres instantanés de rotation; et cette ellipse d’ailleurs est.le 
lieu géométrique des points de la figure mobile dont les cen- 
tres de courbure des trjijecloires sont sifkés à 90 degrés du 
centre instantané de rotation. La courbe -actuelle présente 
donc des analogies géométriques plus intimes avec la circonfé- 
nmee, lieu des points sans accélération centrijiète, employée 
par M. Bresse; et se transforme aùisi eu cette circonférence, • 
'quand le rayo'n de la sphère augniente Indélitiiment. ^ 
i Remarque II, Les points' de la figure mobile situés sur 
l'ellipse sphérique , capable d'un angle droit , et ayant pour 
axe hypoténuse le rayon' de courbure sphérique delà ligm* 
mobile, ont leurs centres de courbure sphérique distribuéssur 
une seconde ellipse, r/e même nature que la précédente, et. 
ayant pour arc le rayon- de coa/'bnre sphérique de la ligne 
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' fixe : en appelant l/gne fixe la courbe des cculres instantanés 
de rotation, et ligne mobile la courbe qui, eu roulant sur la 
première, produirait le mouvement considéré de la figure pri- 
mitive. , ! ‘ • ■ , ' • • , 

. ' ■ IV. \ \ 

Sur divers usages du principe de dualité qui résulte, sur 
la Sphère, fie la théorie des figures supplémentaires. 

f* - * - “ .* « 

■ 32. Le principe de dualité qui résulte, dans la géométrie de 

la sphère, des propriétés des figures supplémentaires, est connu 
depuis longtemps, et on en a tiré di^à un parti considérable 
pour l’éiudp de divers lieux géonvélriques, et de certaines Cour- 
bes enveloppes . ’ 

Il nous parait toutefois que l’on n’a guère considéré jus- 
qu’ief dans ce principe que l'un.des aspects qu’il présente, et 
d'après lequel , à chaque horizon découvert dans une première • 
exploration géométrique, correspond un second horizon, 

■ aperçu seulement par les yeux de l’esprit, et n’ayant exigé 
aucun elloet, aucun'déplaceihént nouveaux'. En d’autres termes, 

ou a vu surtout dans çe principe un précieux moyen de mulli- ; 
plioation des vérités déjà acquises, sans apercevoir peut-être, 

, d’une manière assez nette, qu’il présente aussi un mode rc-’ 
marquable de^ transforinatibn àTaide du([uel un problème de 
géométrie infinitésimale se ramène , dans un grand nombre de 
cas,. à un problème de géométrie finie : la méthode infinitési-, ^ 
luale iptervenant seulement, et une fois pour toutes, dans ré- 
tablissement des liaisons existant entre deux.lignes supplémen- 
taires : les problèmes suivants nous ollrlront divers exemples 
de Cette transformation. - - • , . ’ 

V • - ” ' ♦ . . 

■ • • 33. Considérant une courbe quelconque mm', l’arc tangent 

■'cn un point'w de cette' courbe, et les arcs 7/r, menés 

des foyers donnés f, f ••• perpcndiculaireiiieiU au prentier; 
les arcs jq/’et p'J^, prolongés^ se coüpent en un point Mqui est- . 

- le pôle de ràrc tangent pnt//et-qui appartient à la rourbcVlM', ■< 
supplémentaire de la propbsée . les points m et M étant d’ailleurs , 
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< ' 

deux points correspondants de ces courbes. Si donc, posant 
fp—p, f'p'=p’, 

K ■ ' 

on cherche à déOnir la ligne sphérique dont l’arc tangent en 
chaque point possède la propriété exprimée par l’étjualion ^ 

: ' T (/>,/?',...) = constante, ■ 

1.1 ligne MM', supplémentaire de la ligne cherchée, sera définie 
]>ar l’équ.ilion < 

y — P’ ~ — p') • • • j = constante,- ■ . 

p, p',... désignant les riyons vecteurs J'W, f'M,... complé- 
mentaires des arcs/;, p', 1 ' . • . • . 

Théorème I. in, »/,... désignant des coefficients con- . 
stnnls , la courbe représentée par l'équation . . 

(i) . sin /; -t- /«'. sin p' = constante, , * ' 

est un cercle. La courbe supplémentaire est, en elVet, définie ‘ 
par réquation • . . 

(i') «/ .cosp - 1 - 'h' . cosp' -t- ...= constante, 

qui représente un cercle, comme on l’a vu précédemment 
( ro/'r page 26, n” 3 ). » # . 

b'). Théorème II. La courbe * , . X , ' ■ 






sin I 7 — — 1 

\4 


constante 


I • * V < ■; 


est un cercle. 

l.a courbe supplémentaire est, en cfTel, définie jiar rétjua- 
tion ’ 




. P 
sin - 
2 


X 


: constante, ' 


qui exprime que le rapport des distances c/?c/////?//fS d’un point 


> 
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quelconque de la courbe aux deux foyers f, f est constant : 
cette courbe est donc un petit cercle , intersection de la 
sphère proposée et d'une seconde sphère, dont le centre est 
quelque part sur là droite_/jf'. ^ - 

c). Théorème*III. La courbe ■ 


(3) 


.cos y» 
cos [)' 


: constante 


est une ellipse sphérique , etn>eloppe d'un quadrant dont les 
extrémités glissent sur deux grands cercles donnés : la courbe 
supplémentaire 

- sinp . ' ; 

(3 1 ' -7— ■= constante 

' ' smp 

est, en effet, uné ellipse sphérique, capable d’un angle droit 
(Vannson, Nouvelles Annales de Mathématiques ; i858, 
page 253). , 

d) . Théorème IV. Zw cou/'Z»e 

(4) , /J -h />'= constante , ' 

est une ellipse sphérique : la courbe supplémentaire est en 
effet représentée par l’équation 

(4')' P -I- p'= constante, 

qui est l’une des définitions de l’ellipse sphérique; ot l’on sait 
que l’ellipse a pour supplémentaire une autre ellipse. 

e) . Théorème V. La courbe 

(5) sin/>.sin/>'= constante ^ 

est une ellipse, ayant pour foyers les points f,J', 

Prenant, en effet, comme dans le n° c), le milieu de l’arc 
ff = 2 C pour origine dos coordonnées polaires r et w, on a 
pour la courbe supplémentaire, ' ^ 

cos’rcos’c — sin’rsin’c cos’u = /’, 

* ' . ■ ' ■ ‘ 
cos^c — sin’c.tang’rcos’w = X’ (t -H tang^r); 

ou, en remplaçant tang’rcos’w et langer par tang*^ et 
tang’ P -H tang’n respectivement, • - f 

(5') ■ ( /’+ sin’c) tang’Ç-H X’ tang’n =r CQS’c — X- : v . 
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Equation d’une courbe du second degré ou d’une ellipse 
sphérique, d’où l’on déduirait aisément l’équation de l’ellipse 
primitive, de manière à constater que Cette dernière a précisé- 
ment pour foyers les points f et f. 

Observation. On pourrait aussi étudier directement .plu- 
sieurs des courbes précédentes, en employant d’une manière 
convenable les formules ' . 


sin P . da dù 

r,= cosV=±-i- 

' rf.sin/j 


" fis 


Reprenons, par exemple, la courbe 

[s] sin/j sin/j' = constante, H 

, et désignons par p et p‘ les rayons vècteurs qui joignent un 
point quelconque de cette courbe aux deux points f et f. On 
a cette double expression du rayon de courbure géodésique de 
la ligne cherchée, ' , ' ■ 

sinp.r/p sinp'.f./p' •- ■ 

^ d.i\np rf.sin/)' ' . ' ' ■ 

d’où ' 

' . . sino.rfp , sinp'.f/p' ■ ■ 

d.S\np = - — '■ iCt d.%\op — — *-5 ■■ 

' ''s , . '’e ■ ■ 

et si l’on porte ces valeurs dans l’équatipn différentielle 

. . ■ • rf.sfnp rf.sin»' 

' ■ - ' — - 4- ■ - = O . , 

. sin/^ sin^ , . . 

déduite de l’équation (5), on trouve, successivement, 


sinp.c/o sinp'.dd 

'—J- — -t — r = «> 

sin^ sin/» 

A 

rfj.cosV ds.cosV' 


sinV sinV'. 

on a donc aussi 


= O, 


SinV MnV' 

■ 

tangV ==±tangV' : 


ou 


cosV = zh cos V', 


=0, oit f/prtrfp' = oj 

ds ds 
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d’où enfin 

. ' . P ± p'= constanle, ■ • . 

équalion d’une ellipse sphérique. ■ - ' ' 

34. De la ligne sphérique ayant pour potlnire un grand ou 
un petit cercle. ^ 

La podairc d’une ligne Sphérique'quclconque, relativement 
à uu point O, pris arbitrairement sur la surface de la sphère, 
et la supplémentaire de cette même ligne, sont deux courbes à 
rayons vécteurs complémentaires, l’origine de ces rayons étant 
au point o :’il en résulte, en prenant le rentre de la sphère 
|)Our point de vue, et le plan tangent en o pour plan dit ta- 
bleau, que les-perspectivea de ces deux courbes forment deux 
lignes planes à rayons vecteurs réciproques, ou simplement 
deux lignes réciproques par rapport à l’origine o \ et ces relar 
titms entre la podaire et, la supplémeutaire d’une ligne sphé-, 
rique permettent de résoudre d’une manière très-simple les 
problèmes suivants ; ' / «- 

fl). Problème I. I^a podaire étant un grand cercle, trou- 
ver l^ ligne primitive. .... 

Solution.. La perspective de la ligne cherchée est une ligne' 
plane dont la podai'rè relative au point o est une ligne droite;- 
c’est donc une parabole ayant le point o pour foyer ; et la ligne 
cherchée elle-même est une conique sphérique ayant l’un de 
ses foyers au point o. D’ailleurs si on veut la définir avec plus 
de précision,- il suffit de remarquer que la podgire et la sup- 
plémentaire de la ligne cherchée se projettent suivant deux 
lignes réciproques par rapjîort à l’origine o. Or,-, la projection 
de la première étant., par hypothèse, une ligne droite, la pro- 
jection de la seconde est une circonférence passânt par l’ori- 
gine; et la supplémentaire de la ligne cherchée est l’ellipse 
sphérique, ^capable dhin angle droit, dont le point donné o et 
le pôle du grand cercle podaire sont les extrémités de Taxe 
hypoténuse. La lignc’-çherchée, est donc enfin la conique 
sphprique.j enveloppe (f un quodratit dont les extiémités gfisy. 
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sent sur deux grands ‘cercles donnés^ et son équation est - 



lang.t. tang.r = — 


4 cos S 


les deux cercles directeurs étant pris pour axes. 

' b). Problème II. La podaire étant un petit cercle, trouver 

la ligne primitive, ' 

, Les projections, sur le plan tangent à l’origine o; de la po- 
daire et de la supplémentaire de la courbe cherchée, sont, la 
' première une conique plane , la seconde la réciproque de cette 
conique, ou une courbe plane du quatrième degré. Il en ré- 
sulte que la supplémentaire de la ligne sphérique cherchée est 
également du quatrième degré , la ligne cherchée étant dès 
lors d’un degré supérieur au sècond. 


3o. La substitution de la courbe supplémentaire à la courbe 
" primitive ne peut être d’aucune utilité dans la recherche de 
la développée d’une ligne sphérique, car deux lignes sup- 
plémentaires ont même développée sphérique. Mais on peut 
alors substituer à la recheîehe de la développée celle de la" 
courbe supplémentaire de cette développée : et il est fgcile de 
voiy que celte dernière recherche constitue un problème de 
géométrie finie, ou n’exigeant du moins que la solution du 
problème des tangentes , 

Que l’on mène en effet par chaque point d’une ligne sphé- 
rique un arc de grand cercle tangent à cette ligne, et .que l’on 
prenne sur cet arc à partir du point de contact une longueur 
égale à un quadrant. Entre la ligne primitive et la courbe 
décrite par l’extrémité de' cet arc, que nous avons déjà ap- 
, - pelée Vindicatrice de cette, ligne, existeront les relations sui- 
vantes : ' • . . 

i”. L'indicatrice peut être considérée comme le lieu des 
extrémités des rayons de la sphère parallèles, aux tangentes rec- 
de la ligne primitive ; ‘ 

2 °. L’indicatrice et la développée de*la ligne priinitivc sont 
■ ' deuX' couÈbes supplémentai les.- 


. Digitetii by GOoglt 


' DES LIG>ES SFBÉKIQVES. 6'5 

La recherche de l’hélice sphérique nous a fourni une pre- 
niière application de ces relations : nous allons voir qu’on 
en déduit, très-simplement aussi, l’équation de la développée 
de l’ellipse sphérique, déjà obtenue par Gudermann [Sphàrih, 
page 9»). 

Soit (jf, y) un point quelconque d’une ellipse sphérique 


<■). 


•r’ r’ 


rapportée à son centre et à ses axes; a et l>, x et j désignant 
les tangentes trigonométriques des demi-axes de la courbe et 
des coordonnées axiales du point considéré. Le point corres- 
pondant (jc,, Yt) de l’indicatrice étant situé sur l’arc tangent 
à l’ellipse en a, et sur le grand cercle ayant pour pôle le 
point a (x, y)\ on a, pour déterminer les coordonnées x,,y, 
de ce point, les équations 


.Wl 

a’ 


■ 


= «, 




d’où, en posant 


a’—b'z=r^, a' r= O ( I 4- à’) , 6' = 6(l-|-a’) 


(«) 


/a: — a' 

' « “ C^JT, ’ • 

\ b c’r, 


On en déduit d’abord cette équation de l’indicatrice 


(2) . 




et son grand cercle tangent est représenté, toutes simplifica'*' 
tions faites, par l’équation 


X. 


C* XI 


-Y.-A + '=o- 


Or, ce grand cercle ayant pour pôle le point correspondant 
(ç, n) de la développée, son équation peut être identifiée à 

5 
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ci-lle du grand «■citIe polaire de ee point 
X,.? + Y.«+'i =o; 

et il résulte d'abord de cette identification, 



Et la snbslitulioii de ces valeurs dans l'équalion (i) donne 
enfin 


3 1 



c‘ = a^ — b'‘, n' = < 7(1 6’) , = f»(i H- 4’j; 

pour équation de la développée de l’ellipse^ sphérique. La 
courbe (3) a même développée sphérique (juc l'indicatrice ( 2 ). 
Mais, tandis que cette dernière est seulement du quatrième 
degré, la développée de l’ellipse est du sixième. 

V. 

'De quelques propriétés nouvelles ries coniques sphériques (*). 

I'. ■ 

3(). Si l’on rapporte les ddEérents peints ]NJ d’une sphère à 
deux grands cercles fixes OX, OY, et que, prenant sur chacun 
d’eux, à partir de l’origine O, les arcs OX, OY égaux à un qua- 
drant, on mène les arcs YM, XM coupant respectivement OX, 
OY en P, Q, les arcs OP = ^ , OQ == m seront les coordonnées 

(*) Toutes les propriétés qui suivent ont été communiquées à U Société Phi> 
lomatbique, le mqi i858» et se trouvent reproduites dans son bulletin. La 
livraison de juillet i858 des NouvelUf Annales de Mathématiques renferniej sur 
\t même sujet; un article de M. Vannson, qui est parvenu, de son côté, et par 
une voie toute differente de la nôtrCi à quelques-unes de nos propositions. 
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axiales àa point M; et les tangentes trigonométriques de ces ■ 
arcs ' . . 

x=tangÇ, )-'z=iangiri, 

seront les roordonnées sphériques de ce point, suivant la défi- 
nition de Gudermann [Sphàrik,' pagei): une ligne sphé- 
rique MM' étant dite, en outre, du n“"' degré, quand les coor- 
données sphériques de chacun de ses points satisfont à une 
même' équation /” {sc, j) = o, algébrique et du degré ti. 

37. Si prenant le centre de la sphère pour centre de projcc- 
lion-, le plan tangent .à l’origine O des axes curvilignes OX, OY 
pour plan de projection, on projette centralement le point M ' 
en /«; et que l’on rapporte le point projeté m aitx axes recti- 
lignes Ox, Ojr respectivement tangents atix axes’ curvilignes 
précédents OX-, OY : on reconnaît sans peine que les coordon^- 
nées rectilignes du point m sont respectivement égales aux 
coordonnées sphériques de même nom du point M : d’où cette 
conséquence intuitive qu’une ligne sphérique du second ou du 
n'""' degré appartient à un cône du second ou du n"'"" degré; 
concentrique à la sphère et ayant pour base sur le plan tangent 

à l’origine O une courbe plane du second ou du n'*""' degré ; 
Une ligne sphériqtie du premier degré étant un grand cercle. 

38. Aune conique plane — n*ô’=o, située 

dans le plan tangent en O, ayant pour grand et petit axes a a 
et afe et dont le centre est en O, correspond une conique sphé- 
rique représentée par la même équation, ayant pour centre le 
point O, et dont les axes a a et ajS-sont définis par les équa- 
tions . • 1 

tanga = tangp = è 

Ôn sait d’ailleurs que cette courbe peut être engendrée par le 
mouvement d’un point M dont la somme des distances sphé-. 
riques à deux foyers fixes F, F' demeure constante et égale au 
grand axe aa. Les deux foyers étant situés sur le grand axe, de 
part et d^aulrc du centre,- et à une distance y de ce dernier, 

5 .- 

i 
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clcliiiie par l’équalioii 

cosa == cosp'cosy. « 

39 . Ilno coimjue spliériqûc quelconque a toujours trois cen- 
tres, un centre intérieur et deux centres extérieurs; son équa- 
tion peut toujours, par un changement d’axes, être ramenée à 
la forme précédente; et, par suite, toute conique sphérique 
admet au moins un système de deux foyers. Toutes ces pro- 
priétés, et beaucoup d’autres que, pour l’objet que nous avon.s 
en vue, il serait inutile de rappeler, sont aujourd’hui fort con- 
nues, grâce aux travaux de MM. Chasles, Gudermann et Bor- 
gnet. La méthode particulièrement élégante suivie par l’auteur 
de l'Essai rie Géométrie analytique sphérique (Tours, 1847), 
consiste.essentiellement à substituer à une ligne sphérique rap- 
portée à un point O de la sphère, la prcÿeition centrale, ou 
pers|>ective, de cette ligne sur le plan tangent en ce point; le 
centre de projection, ou point de vue, étant au centrp de la 
sphère : ce mode de transformation possédant d’ailleurs plu- 
sieurs propriétés remarquables. Les plus importantes, et en 
même temps les plus intuitives, résident dans l’égalité déjà 
mentionnée des coordonnées spliériques et rectilignes de deux 
points correspondants rapportés à des axes passant par l’ori- 
gine; dans la conservation des lignes géodésiques et dans celle 
des pôles et polaires relatifs à une courbe du second degré : ce 
sont du moins les seules qui aient été employées par M. Borgnet. 

Il en existe cependant quelques autres, un peu plus cachées, 
que nous allons exposer; et qui nous out conduit à plusieurs 
propositions nouvelles, paraissant clore la série des analogies 
déjà constatées entre les coniques planes et sphériques. 

ir. 

40. Lemme I . A deux grands cercles de la figure sphéri- 
que, perpendiculaires entre eux et dotit Vun passe par l’ori- 1 
gineO, correspondent J dans la projection centrale sur le plan, 
tangent en O, deux droites perpendiculaires entre elles. 
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•41 . Lemmë II. Le rapport îles sinus îles dislances sphèriipies 
il'itn point jVI à l'origine O et à un grand cercle fixe DD', 
est égal ail rappoit des distances de sa 
projection ni à la même origine O et à la 
droite correspondante dd', multiplié par 
un coefficient constant^ la vaieui' de ce 
coefllcieiit «kaiil indépuiidaiile'de la jK)si- 
lion du point M.. . ■ . 

Âliaissons, en ellet,OD,Of/ |K’rpendicu- 
lairessur l'arc DD' ei sur la droite dit , me- 
nons, MD, md\ et projtrtons le point O 
en H el h sur MD et md. On aura 


Kii;. 22. 

f-Y 



sinMO tan^lODM /uO tangOr//« tangOf/w 

sinMP sinDOM ’ m p siiif/Oiw sinDOAl ’ 


sinMO _ ///O 
sin'MP ~ m P 


tangOOF! _ tangODU 
tangüf//i coldOh 
I 

= constante. 

eosOD 


tangOÜFl.tangF)On 
r.. r- 


42, Lemme 111. Si un point O est tel que le grand cercle 
joignant ce point à un point quelconque D' de sa polaire 

DD^ rplative à -une conique sphérique C sait perpendiculaire, 
à la polaire du point D', prise par rapport à la mémo copi- ■ 
que; le point O coïncidera nécessairement avec l’un des deux 
foyers de la conique considérée . 

On reconnaît d’abord que le point O est situé sur l’uu des 
axes, CA par exemple, de la conique (onsidérée; sa polaire 
relative Diy étant dès lors perpendiculaire à cet axe : sriient 
posés 

CX = *, Œ = P; CO = y', CD = (î', 

•/' et d' étant liés par la relation 


(") 


tangd' = 


tai^ 

tangy'" 
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Si l’on mène l’arc tangent au sommet B de la courbe, ren- 
contrant en IV la polaire du point 

O, et que l’on mène OB, O.D', ces 
deux arcs seront perpendiculaires 
entre eux, et les angles BOC, EXOD 
seront complémentaires. D’ailleurs 
l’arc D'D, prolongé, allant couper 
l’axe AA' en P, ce point P est situé à 90 degrés du centre C, 
et l’angle en P du triangle PDD' est mesuré par l’arc BC = ( 3 . 

Cela posé, dans, les triangles rectangles OCB, ODD', PDD' 

les sinus de OC, ÔD, PD sont respectivement égaux aux.pro- 
duits des cot.angentes des éléments adjacents; et l’on a, après 
avoir multiplié membre à membre les deux premières des 
trois égalités résultantes, et en conservant la troisième, 

sin^'.sin (3' — 7' ) = tang DD'. tangBC= tangDD'. tang p, , 
smPD ou cosJ' = tangDD'.cotP-=tangDD'.côtp: 
d’où, en divisant membre à "membre, 

, sin(i' — 7') 


smy 


cos S' 


tang’ p. 


sin7'| tang^'.coS7' — sin7').= tang’, 8 . 

Ëntin, la substitution de sa valeur (a) à tangd', et quelques 
transformatiops conduisent à la relation > . - 

(j-), cos a = cos P . cos 7' 

cpii démontre la coïncidence du point O avec l’uiï des loyers. 

43 . Lemme IV. Dans foute conique sphérique, lé rapport 

fies sinus des distances sphériques, au foyer O et à sa polaire 

relative DD', de Vune des extrémités A ou A' de l'axe focal, 

est égal au rapport antdogue par l'autre extrémité. 

,,, , sinAO siiiA'O . „ , . , 

égalité exprime en etlet rtuc les rayons ue 

° sinAD sinA'D» * * •' 

la sphère qui aboutissent aux sommets A et A', au foyer ü et 
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au pied D de sa polaire i'olaii\e sur l’axe, l'omreiil un fais<-cau 
harmonique : ou que les- traces de ces rayons sur -le plan- tait- 
t;eni en O déterminent un système de quatre points conjugués 
liarnioniqueuient. Or celte propriété; ayant lieu quelle que soit 
la position du point O sur Taxe a lien, en particulier, pour 
chacun des foyers. ■< ■ 

iir. " • ■ 

4i. PnoBLÉME. Trouver ''sur la sphère le lieu gconiélrûfiiè 
tics points M (lotit les sinus des distances sphériques à un 
point O et à un grand cercle _/ixes sont dans un rapport , 
constant. . * 

Solution. La -projection mm' de la courbe cherchée sur lé 
plan tàngcnl en ü pourra être considérée, d'après le lemme II,' 
comme le lieu des points m dont les'dislauces au point O et h 
la droite fixe dd' (projection du grand cercle DD') sont dans 
un, rapport constant : cette projection est donc une conique 
plane, et la ligne primitive est une conique sphérique. D’ail- 
leurs, dans la projection, la directrice dd' est là polaire du 
foyer Oj et la droite joignant celui-ci à un point quelconque 
d' de sa polaire est perpendiculaire à la polaire de ce point d' . 

Les mêmes dépendances existent donc dans la figure sphé- 
rique entre le grand cercle directeur DD' et le point O; et par 
suite, d’après le lemme III, le point O est l’un des foyers de la 
conique sphérique, le grand cercle DD' étant de même ,1a 
polaire du foyer relative à la conique. Ou a doue ce ihéorènté: 
Théorème I. Le lieu des points de la sphère dont les sinus 
des distances sphériques à un point et à un grand cercle fixes 
, sont dans un rapport constant, est une conique sphérique 
dont r un dés foyers est ait point fixe, et pour laquelle la 
polaire de ce dernier coïncide aoec le grand cercle directeur. 

45. Théorème IL Réciproquement , toute conique sphé- 
rique C présente cette propriété que les sinus des distances 
sphériques d'un point quelconque M de la courbe à l'un des 
foyers O, et au grand cercle DU' qui est la fwlaire de ce 
foyer, sont dans un rapport constant. . 
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Démonstration. Cpnsidérons, en effet, iiidépcndamnient de 
la conique C, une seconde conique C' qui serait le lieu des 
points M' dont les sinus des distances sphériques au point O 
et au grand cercle DD' sont dans un rapport constant, égal 
au rapport analogue pour T un des sommets A ou A', de T axe 
focal de la conique C. Cette conique C' aurait en commun 
avec la conique proposée le foyer O, d’après le théorème pré- 
cédent, et les deux sommets A, A' de l’axe focal, d’après le 
lemme lY ; mais ces conditions entraînent évidemmentla coïn- 
cidence des coniques C, C'5 et le théorème est démontré. 

C0ROLI.AIRE I. La perspective d’une conique sphérique sur 
le plan tangent en l’un de sesjqyers a même foyer que cette 
conique, et sa directrice est la perspective du grand cercle 
directeur de la conique spJiérique : et réciproquement. 

Corollaire II. U équation Æ une conique sphérique , rap~ 
portée, à l’un de ses foyers, peut prendre l’une quelconque 
des formes suivantes , 


tangp = 


P 

I — ^ e cos w 



, tangp = m tang Ç ■+• « lang n -(- /? = mx ny p. 

■L r • 

Réciproquement, toute équation de tune de ces-formes re- 
présente une conique sphérique dont T un des foyers est à 
r origirte; le grand cercle directeur relatif au foyer origine 
étant leprésenlé par F équation 

of tang Ç -t- n tang a -+- /> = O, ou mx ny p = o. 


La proposition directe avait seule été établie par Gudermann. 
(A/i/ian/r, pages 78-80.) • • ' 

Remarque. Le théorème I peut être établi directement, 


Fig. 2,'|. 



au moins quant .i la nature de la courbe 
décrite par le point variable M, de la m,a - 
nièce suivante. La relation donnée 
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peut être remplacée par celle-ci ‘ 

sin MO ^ I 

' cosM/» ’ 

s 

P désignant le pôle du grand cercle directeur DD'. Or, 
en posant OM = p, = w, O/i = 7', on a 

cos tip = cosp cos7'-4-sin o . siny' . eosu; 

X ‘ , * 

et l’on en déduit successivement 

sin P = A res 7 ' cos p -|- A- sin 7 ' sin p . cos » , 
lang P = X- COS7' -+- X sin 7 ' . tangp cos w ; 
tangp = X COS7 ' -I- X sin 7 ' tang Ç = ira -t- « tang Ç : 

équation d'une coniqûe sphérique. 


46 . De la parabole sphérique. La nature du lieu des points M 
de la sphère, également éloignés d’un point O et d’un grand 
cercle fixes, peut être obtenue immédiatement en remar- 
quant que la sommé des distances sphériques d’un point du 
lieu au point O et au pôle p du grand cercle fixe est égale à un 
quadrant. La courbe considérée est donc uhe conique sphé- 
rique dont le point O est un foyer, le second foyer étant le 
pôle P du cercle directeur, et le grand axe de 'l’ellipse étant 
égal à un quadrant ; er c’est précisément à cette courbe, dont 
l’équation peut se ramener â la forme y* = apx, qu’on a 
dtqà donné le nom de parabole sphérique 5 et eette co'incidence 
complète la série des analogies que présentent, au jioint de 
vue des foyers et des directrices, les coniques planes et sphé- 
riques. 


47 . Théorème III. Le Heu décrit par le sommet d'un angle 
droit circonscrit à une parabole sphérique se compose de 
deux grands cercles : les cercles directeurs relatifs aux deux 
foyers. 

Démonstration. Les considérations géométriques que l’on 
ciuploie pour établir la propriété • analogue de la parabole 
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plane, s’appliquent sans aucune inodiHcation’ à la parabole 
sphérique. 

48. Théorème IV. Le lieu des projections d’un foyer O 
d’une conique sphérique sur les arcs de grand cercle tan- 
gents à la courbe, est, en général, une seconde conique 
sphérique dont le petit axe est dirigé suwant le grand axe 
de la proposée', et le point O est l'un des pôles des sections 
circulaires du cône qui la contient : le lieu en question peut 
d'ailleurs se réduire à un grand cercle , dans un cas pürti- 
culier déjà examiné\{voir page 63); mais il ne peut jamais 
être un petit cercle de la sphère. 

Démonstration. La projeelion du lieu considéré sur le 
plan tangent au point O est en effet la podaire d’une eonicjue 
plane par rapport à l’un de ses foyers; et cette podaire est 
un cercle dans le cas général, une ligne droite dans un cas par- 
ticulier; et le cône qui renferme ce cercle, dans le cas général, 
et qui a pour sommet le centre de la sphère, 'n’est jamais de 
révolution. . . • , ^ 

Remarque . La podaire d’une conique sphérique, par rap- 
port à uii point -quelconque ü de la sphère, et la supplémen- 
taire de cette conique étttriL relativement au même point O, 
deux lignes à rayons vecteurs complémentaires; leurs pro- 
jections sur le plan tangent en O seront deux lignes réci- 
proques Donc, /a podaire d'une conique plane, par rap- 
port à un point quelconque de son plan , est la réciproque , 
par rapport au même point, d’aune seconde conique. 

49. L’applicatioir de la théorie des figures supplémen- 
taires aux théorèmes précédents conduirait aisémeni aux 
théorèmes corrélatifs , qüe nous nous dispenserons d’é- 
noncer. . 
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CHAPITUEJV. 

DE l’iKDICATRICE SPHÉRlQDE. 


50; Définition de l'indicatrice sphérique d'une ligne à 
double courbure. 

Considérons dans l’espaCc une ligne à double courbure quel- 
conque L, et menons par le centre d’Une sphère de rayon i, 
des rayons ot, or, parallèles aux tangentes de cette ligne : leurs 
extrémités f ,Y, formeront sur la surface de la sphère une ligne l 
que nous appellerons l'indicatrice sphérique de la ligne primi- 
tive; les points correspondants des deux lignes seront d’ailleurs 
un point quelconque de la ligne primitive, et le point de la 
ligne spliéj’ique qui est l’extrémité du rayon parallèle à la tan- 
gente au. premier point. 

51. Relations descnptives entre une ligne et son indica- 
trice sphérique. - 

Une ligue quelconque de l’espace L et son indicatrice /, con- . 
sidérées en des points correspondants^ présentent les propriélés 
suivantes ; lue plan du grand cercle tangent à l' indicatrice est 
parallèle au plan osculateur de la ligne primitive L ; la tan- 
gente rectiligne de l' indicatrice est parallèle à la normale 
principale de la ligne L, et le rayon delà sphère aboutissant 
au pôle du cercle osculateur de l'indicatrice est parallèle à 
la direction limite de la plus courte distance entre deux nor- 
males principales consécutives de la ligne L; ou a la droite rec- 
tifiante. Ces relations sont à peu près évidentes. Ainsi, le 
plan ro/, étant parallèle au plan ninlié par une tangente fixe de 
la ligne L, parallèlement à une tangente infiniment voisine, les 
limites de ces plans, c’est-à-dire... sont parallèles. La tangente 
de l’indicatrice en t étant située dans le plan du grand cercle 
tangent en ce point, et se trouvant pet’pcndicnlaire dans ce 
plan au rayon ot, est parallèle à la normale principale de la 
ligne L qui occupe, dans le plan oscillateur et par rapport à là 
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tangente (le celte ligne, une position semblable. Enfin, le rayon 
de la splière aboutissant au point d’intersection de deux grands 
cercles normaux à l’indicatrice, est perpendiculaire à deux tan- 
gentes rectilignes de l’indicatrice, ou parallèle à la plus courte 
distance de deux normales principales consécutives de la ligne 
primitive : donc la limite de ce rayon ou le rayon de la sphère 
qui aboutit au centre de courbure sphérique de l’indicairiw, 
est parallèle à la droite rectifiante. Celte dernière observation 
conduit à la conséquence que la développée sphérique de l’in- 
dicatrice est elle-même l' indicatrice sphérique de l'arête de 
rebroussement de la surface récti/ianie, engendrée par les droi- 
tes de même nom, c’est-à-dire par les intersections successives 
des plans menés par les tangentes de la ligne primitive, jier- 
pendiculaircnicnt aux plans osculateurs correspondants. 

y 

5!ii. Relations métriques entre la ligne primitive et son 
indicatrice. 

L’arc élémentaire ds «, de l’indicatrice pouvant être rem- 
placé par l’arc de grand cercle t/,, et ce dernier mesurant l’an- 
gle des rayons ot, ot, parallèles à deux tangentes consécutives 
de la ligne L, on voit d’abord <[ue l’arc élémentaire ds de l’in- 
dicatrice mesure l'angle de contingence E de la ligne pri- 
mitive 

(l6) . rts —1t.. 

Il r<3sulte ensuite de la piemière des relations desci-iplives 
énoncées précédemment, que l'angle de contingence géodési- 
que de V i(idicnt ricc est égal à l’angle de torsion \tde la ligne 
primitive . , 

(•:) ■ 

et de la combinaison de CCS relations 011 déduit 

(i8) . = lange = • 

R, 

Celle rorinule exprime que le rayon de coin hure géodésique 
de l 'indicatrice mesure le /apport de lu prc/nicre à la se- 
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coude courbure de la ligue primitive; elle fournit en même 
temps la tangente trigonomè trique de l'inclinaison, sur le 
plan oscnlateur, de la plus courte distance entre deux norma- 
les principales consécutives de la ligne fyrimitive. ^ 

Enfin, l’angle w de deux normales principales eonséeulives 
de la ligne primitive est égal à l’angle de contingence de l’iiidi- 
eatrire, 

(19) ' ti = e; ■ 

et si l’on appelle E', H' les angles de contingence et de torsion 
de l’arête de rebroussement de la surface rcctiGtinte, qui a pour 
indicatrice la développée de la ligne tt„ on aura (d’après les 
relations établies à la page entre une ligné sphérique et sa 
développée) 



.VJ— ds' = h = dtl. 


ou 

, . R- 


(20) 

fc = f/.arctang — ; 

■Ri. 


et. 




U' = c = c = M , 

* 

OU 

« 



(21) 


U' = b) = 


53 . De deux autres lignes sphériques conjuguées et la 
ligne primitive, et de leurs relations avec l'indicatrice. 

Menons, par le centre de la sphère, deux nouvelles séries 
Fig. î5. - de raj'ons on, on,,. . . et op, op„. . . 

parallèles aux normales principales 
et aux droites polaires de la ligne 
primitive: leurs extrémités engen- 
dreront deux nouvelles lignes sphé- 
riques nn., et pp,, dont nous allons 
indiquer rapidement les liaisons 
avec l’indicatrice tt,. ‘ 

' 1”. Le plan /on étant parallèle au plan osculateur de la ligne 
primitive, et l’angle ton étant droit, l'arc tn est égal à un qua- 
drant et coïncide avec l’arc tangent à l’indicatrice en t. Ainsi 
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la ligue sphérique des normales un, peut se construire par 
points en menant des arcs de grand cercle tangents à l'in- 
dicatrice en ses différents points, et prenant sur chacun d'eux, 
à partir duypoint de-contact , un arc égal,à un quadrant. 

a". Le rayon op étant perpendiculaire au plan osculateur 
delà ligue primitive et, par suite, au_plaii to/j, le point p est 
le pôle de l’arc de grand cercle In ; donc la ligne sphérique des 
droites polaires pp, peut se construire par points en menant 
parles divers points de l'indicatrice des arcs de grand cercle- 
normaux à cette courbe, et prenant sur chacun d'eux, à par- 
tir de cette dernière, un arc égal à un quadrant. On voit en 
outre que V indicatru e et la ligne pp, sont deux lignes sup- 
plémentaires ayant mêo>e développée sphérique utt, , les 
rayons de courbure sphérique de ces lignes étant complémen- 
taires; et que la ligne nn, présente \in mode de eonstruction 
identique par rapport aux deux ligne.s U,, pp,. 

3 ". Enfin la ligne nn, et ta ligne t.h, {^développée com- 
mune des lignes tt,, pp,) sont deux lignes supplémentaires, 
ayant même développée ; et dont les rayons de courbure sphé- 
rique sont complémentaires : cela résulte de ce que le point n 
est le pôle de l’arc de grand cercle tp tangent en tt à la ligne ittt, . 

Observation. La ligne pp, pouvant être considérée comme 
l’indicatrice de l’arètc de rebroussement de la surface polaire 
relative à la ligne primitive L, il résulte des relations précé- 
dentes entre les lignes tt, et pp, que les angles de contingence 
et de torsion A' une ligne sont respectivement égaux aux an- 
gles de torsion et de contingence de V arête de rebroussement 
de la surface polaire , et que les normales principales de ces 
deux lignes sont parallèles (voir pages t 8 et 19). 
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CHAPITRE V. 

DK niVF.nS ÉLÉ>fE«TS DIFFÉIlERTtF.I.S ET DE DIVERSES GHANDEl RS 
QDF, l’on veut aSoIR A CONSIDÉRER EN CHAQUE POIJIT d’l'NF. 
LIGNE A DOUHLE COURBERE Qll ELCONQL E 1 FORMULES DIVERSES. 


5i. Angle w de deux nonnokles principales consécutives. 
Cel angle l'tRht égal à l’angle tle contingence absolue tic 
rindicati'ice sphérique, on a (votV formule ( 5,,6), page 36) 

w = e = -h e g = y/ E’ -I- H’ ; 

OU encore 

(,.2) ' „ = -f 

55. Direction., position et grandeur de la plus courte dis- 
tance entre deux normales consécutives. • 

Soit 00' la plus courte dislaùce entre les uormales princi- 
j>ales en A, A, de la ligne considérée. Ç étant le centre de cour- 
FiC' a6. bure de cette ligne pour le point A, 

niënons CAi ; abaissons O'o' per- 
pendiculaire sur le plan ACA,, ou 
sur la droite CA,, et menons O'o' 
qui sera perpendiculaire à OC. Si 
nous appelons 0 l’inclinaison , 

O'Oo', de la droite cherchée OO' 
sur le plan osculaleur, la considération de l’indicatrice nous 
a déjà donné la formule 

(23) • ' tang9 = |^'; ' ■ . 

il suffira donc, pt)ur*fixer complètement la position de cette 
droite, de déterminer son pied O sur la normale AC. Or les 
triangles rectangles Oo'O', O'o' A,, o'OC, dans lesquels les an- • 
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gles en O, A, et C, sont respectivement égaux à 0, H et E, don- 
nent successivement, 


de là , 
laiig ô, 

(t3') 


tangS = ^, »'0' = H.o’A,, : 

en multipliant membre à membre 

— » O A, par —J — » ÜA; il vient 
fc Hi R, 

OA R| 

ôc=Rr=‘""« ®- 


I 

ËTôc' 

et remplaçant 


Quant à la ^lus courte distance elle-même, en la désignant 
par <3, on a 


ou 

(t3") 


a = 00' = rfS.cos 6, 
R, 


=zdS.- 


Vrî+r; 


Remarque. Nous avons supposé, dans la figure, le point O 
situé entre les points A et C. Pour démontrer qu’il en est tou- 
jours ainsi, il suffit de remarquer que les plans tangents en A 
et C de la surface gauche formée par les normales principales 
de la ligne AA,, sont rectangulaires : le premier de ces plans 
contient en effet la tangente en A de la ligne AA,, le second 
contient la droite polaire qui passe par le point C, et qui re- , 
présente la tangente en ce point d’une trajectoire orthogonale 
des génératrices rectilignes de la surface; et ces droites sont 
perpendiculaires entre elles. 11 en résulte (voir la page 12 , ob- 
servation) que le point central de la génératrice AG, c^t- 
à-dire le pied O de la plus courte distance considérée, est com- 
pris entre les points de contact de ces plans, c'est-à-dire entre 
les points A et C. 

Corollaire I. Détermination du coefficient de distribution 
des plans tangents à la surface gauche formée par les nor- 
males principales. * ’ 

Suivant le théorème général démontré dans le chapitre I' 
(n” 9, page 10 ), le coefficient dont il s’agit, A, est égal au 
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rapport de l’angle de deux génératrices ronsécùlives à leur 
plus courte distance, A‘ = - ; on a donc, en employant les for- 
mules (22} et ( 

r; -1-r; . ‘ . • 


(M)\ 


x = . 


RÎ.It, 


CoROLLAiKE II. Ou déduirait sans peiuq des résultats précé-, , 
-dents, 1° l’expression de l'arc élémentaife 00| de la ligne de, 
striction de la surface gauche ^dés normales, et la direction -de 
la tangente à cette lignej 2° la'dircction de la droite rectifiante 
cil A, laquelle est parallèle à ÜO'-, et l’arc élémentaire de' 
l’arête de rebrou ssemmit de là surface rectifiante, -arête donjt ' < 
nous avons calculé déjà les angles de contingence 'et de torsion^ .. 
E'etli' [voir les formules (20) et (21), page Jy) : ia*surface 

étant, comme on sait, l’enveloppe des plans menés ‘ - 

par les tangentes de la ligne considérée, perpendiculairemcjit 
aux plans osculatpurs correspondants^ et Ies;géiiératriccs de 
celle sut face portant le dom do <//"oitej récti^adrej..' , > . - 

Rayon R de la sphère osculatrice. . " : * 

, On a, pour le carré de ce rayon, * • ' • v 

• « - . * . •' * * * '.T 

( 25 )' ^r^==r;Vrî V -. . V'’- ' J 

Cette équation résültera immédiatement de la' formule (7) 

[voir page 87), si on se rappelle que le rayon de la sphère y a ' . 
'été pris pour tiuîté de longueur, et si oiî y réfablit l’indétermi-' 
nation de cette unité ; car il suffira dès lors de teniarquerque, 
dans tout problème où l’on "a seulement à considérer quatre . 
points infiniment voisins d’unc ligfle à doulâle courbare, on 
peut regarder cette ligne comme tracée sut la surffice d’une ,• 

• sphère..' ' ■. . . ^ t ..... ■ *' 

57 , Eléments divers relatifs à la ligne des centres de 
courbure et à V arête ^ rebroussement de la Surface poldiêèi 
Soient AA', ÇG' et SS' la ligue à double courbuèc primitive, • . 
le lieu des centres de courbure et rgfétè dé' rebroussement tte. 

: '"i ■ • ‘6, ■ ' 
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la surface polaire : développons celle -surface sur un plan, et 
soient si'j ce' les transformées des lignes SS' el CC'^ la ligne 
cc' étant, d’après lelbéorèmè de Lançrct (voù’page 19), la po- 
daire'de la ligne ss'par rapport à une certaipè origineO. Si l’on 


pose 


i = 

on aura, par le même théorème et par l’emploi de la formule 


(a 5 ), page 81, 


r=R, />'==R, et, — />' = 





Cela posé, il existe', eptre la ligne plane 
js' et sa podaire cc/, plusieurs dépenc^aiirés 
simples, soit métriques, soit descriptives,* 
que nous devons d'abord rappeler. 


T, Les venons vecteurs correspondants de ces deux lignes, 
^ et^yles ùpupenuous desangle^égaOxr. , 

il en résulte, ën' désignant par SS' et CC' les arcs élénien- 
laires du lieu des centres et de l’arèle de rebroussement qui 
correspondent à l’arc.AA'^vfS de la ligne primitive, ces Irofs 
relations J . - . ■' 

: . P cd œ dp 

. , •; : sm(«',cO)=^-, - , 

: t - ■ ■ . * V , ' • * . î* ' 

- , ,cos(cc,cO) yJr‘—p-‘ ; . .. J- 

' " ' ’ ■ ' ■ i 

2. La formule connue d'Euler donue ensuite pour lé rayon 


de courbure delà ligne ss', 


rdr 

dp 


3 . Et l’on trouve sans 'peine pônr le rayon de courbure . . , 
de la ligne, ce' elle-même, _ ’ <. ■ 


-, !’.«’ ■ 


?. V — 


. dr 
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• . ‘ **' * ’■*.. * 
/ Orpourpasserdèià aux rtlalioiiscorrespoiulaïuésentrelesligues 

'CC'et SS' de l’cspacc, il suffit d y remplacer r, p et — 77’ par 

leurs valeurs par le rayon de ^treriiièrc courbure R|^„, 

dé l’arête de rèbrousseinent SS'; cl enrin-, suivant le tbéprème II. 
de la page i i , qui sera dcmoniré plus loin > p*,, par le rayon de 
première courbure géodésique de la ligne IX', On ob- 
tient ainsi les résultats. suivants : • ■ 

1'. Les rayons correSpondatils 'de la sphère dsçidatiyce et 
du cercle: osculateUr coupent sous des angles égaux l'arête do- 
rebroussement. de la surface polaire et la ligne des centres dé 
. courbure P et y on K ■' : , " 


(. 6 ) 

(> 7 ) 


sin(CC',CAy=^, 


CC' 

SS'. 


c/R, 
f/R ’ 


. (^ 8 ) V 


CC'=f/S.-; 

t\|t 


(29'. 


r' -r 


et l’on pourrait déduire de celle formule l’expression du rayon 
cle seconde courbuie de la 'même ligne, en se rappelant que 

• . ■ • : • • . . ' • ■ ■ 

.• 3 '. _ ' , . •; '■ • 7 

( 3 o) ■ ■ 


' R 1 (T., f f' ' 


R’ 


' 2 R — R, 


rfll., 

f/R, 


' Enfin, oiï peut tronver-enedre la valeur de la seconde cour- 
bure' géodésiqûe de la ligne des centres CC, en employant la 
formule suivante j relative à une ligue quelconque CÇ' tracée sur 
.une surface développable ayant SS'. pour arête de rebrousser 
■ tuent, et coupant sous tin angle i la générau'-icc de 1a surface qui 
passe par le point considéré de la ligne ÇC''(nofr ÇÎTaprès, cba_- 
. ■ ' , 6 . ■ ' 
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pilrc VIIIj II** 3, formule (3^")), 




r 

sinicosi R,,,p’ 


dans laquelle r désigne la’ portion de généraLrlce comprise ci^li c 
l’arête de rebroussement SS' et la ligne CC'; car on a, dans le 
cas actuel, . . ' 


I 

COSI 


R 


sin(CC', CA) R,- s 
.et l’on trouve , en substituant , 
(3i) . Ri.f.ct': 


= R, 




R.,«' 


R’. 

r;’ 


Remarque. Lés^ formules (3o) et (3i) appliquées- en par il - 
ciilier à la ligne sphérique dont la seconde courbure est con- 
stante-, conduisentà cé résultat: Lalighe des centres de cour- 
bure de la ligne sphérique dont la seconde courbure est 
constante, a ses deux courburçs géodésiques constantes , par 
rapport à la^ surface conique polairé sur laquelle elle est 
■tracée. - ^ 


o8. Expression de la distance entre deux tangentes cbn-^ 
sécutwès d’une ligne à double courbure. ' . ' 

On connaît cette intéres.sante proposition, dnc à Mi Bouquet,' 
et d’après laquelle si dans. une série quelconque de droites se 
succédant d'une manière continue , la dislntfce ded<m.r. droi- 
tes consécutives est un infiniment petit d’un 'ordre supérieur 
nu premier, cette distance est au moins du troisième ordre j ét ~ 
les conséquences qui s’en déduisent relativement à l'ordre de 
la distauce entre deux tafigentes consécutives d'une ligue à dou- 
ble- courbure. On peut, en modifiant l’aj-drede succession de 
ces propositions , les établir géométriquement l’une cl l’autre , 
comme nous allons le faire voit. 

I. Si la distance dé deux droites consécutives quelconques 
d’une série est un Jnfuiinlent petit d'un ordre supérieur au 
premier, les droites de cette série Sont les thngeiites d’une 
mêmé ligne de l’espace. Considérons, en effet, la surface ré- 
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• glée s, ayant pour généralcuîf’s les droites de’ la série donnée r' 
l’angle w de deux génératrices ^îonséculives delà surface étant 
dn premier ordre, et leur plus courte distance n étant, par hy- 
pothèse, d’uu oftlrc supérieur au premier, le coéflicieiit de 
distribution des .plans tangents le long de chaque génératrice, 

kr= lirô- - > est infini ^'la surface a même plan tangent le long 

• O -, ^ • 

de chaque génératrice; elle coïncide avec la surface dévelop- 
pable i\n\ serait Fenveloppede ces plans tangents; et les droites 
delà série donnée, dont chacune est située tout entière sur Cette 
surface développahlè, coïncident avec les tangentes de son arête 
de rebroussement. ” ' * 

Ce premier point peBtCncore s’établir, pins clairement peut.; 
être, delà manière suivante. ' , ’ . 

Considérant \d ligne de -itrlct ion OCV de la surface S, soient 
OG, deux génératrices infiniment voisines coupant cette ' 
ligne en 0 ,^ 0 ^; et soit OO, leur plus'courle distance. Cette der- 
nière ligne étant aji moins du second çrdre, oïi en conclut, par 
l’emploi du triangle rectangle 00 , 0 ', ou que la corde OÜ' de la 
„ Fl|j. a8. ligue de striction est elle-même du second 

ordre, ou bien que cette cordc-rcsiant du 
l premier ordre, l’angle qu’elle forme en O' 

, avec la. génératrice 0'(i' est infiniment' 

. ^ " petit. On déduit immédiatement de cette 

seconde hypothèse, q\ic les génératrices sont tangentes .à la 
ligne de stri’Ctiou OO' qui devient dès lors Tarêic de rebrousse- 
ment de 15 surface : cl quant à la première hypOllièse, elle 
conduit aisément à la conclusion que la ligue de striction se 
réduit à uii point uni([uc; la surface se réduisant elle-même 
à un cène ayant son sommet en ce point. . ■ 

2. La distance de deux tangentes consécutives d'une ligne 
à double courbure est un infiniment petit du troisième ordre 
vaesurè j>ar le douzième du produit des angles de contingchcjB 
et de torsion, multiplie par l'arc intercepté. entre ces tan- 
ÿentes, (Ossiaii nonnet , Nouvelles Annales de Malhèmaii- ^ 
//«ei, ,185.1, page 192.) .. . . ' • ‘ ' 
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• ' On peut «h ideinmcnl, dans Ta recherdie de }à distance doril 
il est question, substituer àla ligne proposée L, qui est quél-- 
t:onque, une ligne sphérique / ayant avec elle un contact du ' 
troisième ordre; et au lieu de laisser indcterrrtinée la nature de 
cêtlc ligne splicriquc, ou peul la regarder comme une dévelop- 
paille aa' d'un petit cercle ce delà sphère: car on fait ainsi 
intervenir réellement , ([uoique d’une manière implicite, qtfa- 
irç jKiints, cl, par suite, deux tangentes consécutives désali- 
gnés L cl /; ce qui est nécessaire cl siiflisant dans le problème 
actuel. , • ' • . 

' Cela posé, iiienoiis deux arcsde’graiid cercle inliiiiineiil voi-. . 

. sins, normaux en a, -a' .à la ligne spluifique ny/,' tangents en 
f, (/ au petit cerclé dont le pôle est p, et se coupant eu i‘; me- • 
/nons nh" outre les arcs /jc,‘ pc', pi, les rayons o/, oa, ôa' et la ' 
èorde aâ!', et posons, suivant la notation déjà employée, -i . 


.. (ioc±0,- a'e! — O-hdd, avccc'—tiO, pc~9',' cpr'=zé^, •• - 

■ ■ .< . . ... . 

Le rayon oi dé la sphère étant parallèle à la droite qui mesure . 


f'C- 29' 


la plus courte distance et des tangentes 
en a, a' de là ligne considérée aa’, 'cette 
plus Courte distance est égale à la projec- 
tion de la corde aa!, ou â la différence 
des projections des raw3ns ou' et oa, sur 
1e rayon O/ : on a donc i , • ' . 


ra = cos la — cos la. 


ou, par des transformations qui se lisent. 
. aiséftient sur la figure, > . , ‘ 


171 1 = 2 sin (9 -i- f). siii 


ic -f- /c< ^ — arc rc' 


' e désignant un arc infiniment petit. D’ailleurs, si on suppose 
. menéès les cordes sous-tendant ks'arcs ic, ic', cc', on -sait que 
chacun de ces arcs est égal à là corde correspondaulc augmen- 
lèe.d’nu infiniment petit du iroisiètuc ordre, et que la cordé ' , 
enveloppée cc' ne dillèrc de la spnunc dcs_deux autres cordes 
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CI, uV fjue d’une quaiiiilé du iiiéiné ordre ; il eu' résulte que 
|>a,,e 'g arc ce' iroisièmc ordre; et 

que, sans commettre aucune erreur de eel ordre, ou penteeiiie 
• . ‘o =sinO (ïc -4- ic' — arrcc').^ 

• • • • ■ V 

Or, on a, sans rien négliger, . -, 

i ■ , • 

(a) arc cc' ==<7ic'. sincyi) sinO ; , - 

et . . . • . ■ ' ■ 


ou 

(.»•) 


*. taiig'irt— sinO'.tang -!, 


,> ,V = -îic =û .arc tang . sin 8' tarig - ; 


ou encore,- en négligeant cette fois les infiniment' j>etils duu 

ordre supérieur au troisième, ■ 

^ — e' '• 2 * 

(b') ,c.4:/c' = 2sin9'. tang^ — ^sin'8' tang’-. . .. , 

.On déduit de- là, en remarquant que tang - — -• — 3- 3’ 

iCri- iç '. — arc cc = 2sin 6' ^tang ~ ^ 2 

= ^ sin 0' tang* ^ (i ^ — sin’ 5' ) = -^ sin S'.cos’S . tang* - ; 

'd'où, eu substituant dans l’expr.ession de cj, et remplaçant 


tang - par 


CT = -i- e'-' sin 9 . sin 9 ' cos’ 9 ' . 
12 


(•1> 

Knliu, en désignant par Cj h et ds les angles de contingence et 
de torsion et l’arc élémentaire de la ligne aa', .on a leà rcla- 
lions connues . 

\ - t 


C , c 


> ' ■' 


ros 9' ' C115 9' 


■ , rc'. ’ r /0 h 

ds r= « sin 6 , tang 9 ' — ’ 


i ■ 
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que l'on peut écrire 
' a ) r'’ cos’ 9' 


CHAPITRE SIXIEME. 


COS t 


(3) 

( 4 ) 


sin 0 = — » 
’ e 


' = - cos 9' ; 
.. e 


et si on multiplie membre à membre les relations' (i), (a), ■ 
(3) et,(4)> OM trouve, en simplifiant, la formule énoncée . 

, _ . 'e.h.ds ■ , , ■ . 

Î3) . . n = :• . • • • • 

' • ■ 1 2 • • , 

,3. Si ou suppose du ([uatrième ordre la distance entre deux 
tangentes consécutives,, l’un des, nombres ou h, doit éti» 
infiniment petit par rapport à ds-^ et la jigiie considérée e&l 
droite dans le premier cas,, et plane dans le second. ■ , . ; 


CHAPITRE YI, .• . : ' 

DES EIGNES A DOUBLE COI’ÎIBÜRE QUI CONSlDÉaéES DANS TOUTE 
LEUR ÉTEMDUE, JOUISSENT EN-CHACUH DE LEURS POIKTS d’uME 
MÊME PROPRIÉTÉ, MÉTRIQUE OU DESCRIPTIVE ; ÈT DELA DÉFIMI- 
TIOM GÉOMÉTRIQUE DE CHACUKE DE CES LIGNES d’ APRES CETTE 
PROPRIÉTÉ. — THÉORÈMES. ^ROLE IMPORTANT DE l’iNDICATRICE. 
DANS LA DÉMONSTRATION DE PLUSIEURS d’eNTRE EUX. • 


• I.' . ' . ■: 

•: Propriétés descriptwes. 

S9. Si les tangeiuçs d’une courbe rencontrent un plan'fixe . 
SOUS un angle constant, cette courbe est une hélice, ou une 
ligné gcodésiqiie d'un cylindre, perpendiculaire au plan direc- 
teur : semblablcnicnt , . . . ^ 

Théorème I. Si les- tangentes d'une courbe à double cotir- 
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hure rencontrent une sphhrê fixe S sous un angle constant, 
cette courbe est une ligne géodèsique tracée sur un cône con- 
centrique àla sphère directrice, abstraction faite du cas, 'dont 
la possibilité est évidente, où la courbe serait une simple ligne 
sphérique, appartenant à'une secoùde sphère concentrique à la 
proposée. ' ^ 

Démonstration. 'Que l’on développe, en effet, sur un plan 
le cône auxiliaire ayant pour sommet le centre S-de la sphère, 
et passant par la courbe donnée AA'. Dans 
ce développement, la ligueTT' déterminée 
sur la sphère par les traces des tangentes 
de la courbe proposée, se transformera en 
un cercle ti ayant pour centre le point 5, 
ou se réduira à un point uniquè t. Dans, 
le dernier cas, toutes les tangentes de là 
ligne AA', transformée, concourent en un 
. même point; cette ligne est droite, et la 
courbe primitive AA' est une ligne géodé' 
slque'du cône dé^à défini : dans le premier, 
les tangentes de la ligne AA', transformée, 
coùpçnt-le cercle (ft', s) sous un.anglo 
■ constant; cette ligne est un second cercle 
-concentrique au premier, et la courbe primitive AA' appartient V 
à une sphère concentrique à la sphère directrice proposée. 

Corollaire. Les tangentes tl’unc ligne à double courbure 
ne peuvent rencontrer deux sphères,' distinctes et non concen- 
triques, sous des angles constanfs. ^ 

Scolie. Nous verrons plus loin (noA ci-après, chap. VIII) • 
que toute surface développable dont une ligne de courbure 
(ou une trajectoire orthogonale' des génératrices rectilignes) 
est plane, -a' pour arête de rebroussement une ligne gèodési-' 
que_ tracée sur un cylindre perpendiculaire au plan de cette 
ligne ; toutes les autres lignes de courbtde de la surfaee pré- 
sentant, en outre, les mêmes particularités :*çmh\a\)\emci\l, . 
toute surface développable dont Une des lignes de côurbttse 
est line ligne sphérique , a pour arête de rebroussctrtenl une 
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ligne gèodésique tracée sur un cône concentrique à lit sphère 
'qui contient cette ligne; et toutes ^s lignes de courbure de la 
surface appartiennent à des sphères concentrique . Il suffit , 
pour le démontrer, de concevoir .développé sur im plan le cône 
auxiliaire passant par l’arête de rebroussement A A' de là surface 
considérée, et ayant pour sommet le centre S de la sphère qui 
contient la ligne de courbure donnée TT'. Car la ligne AA' 
étant une développée de TT', la même relation subsiste encore 
entre ces deux lignes après le- développement. Celui-ci doit 
donc transformer la ligne TT', non en un'cèrclc parce qu’a- 
lors la ligne AA' SC réduirait à un point, mais- en un point 
unique t : et ce résultat conduit , comme précédemment, à la 
définition de l’arète de rebroussement' A A'. D’ailleurs, l’une 
quelconque des autres lignes de courbure, T, T,, se transfor-^ 
niant en un point unique /, par le même développement, la 
distance dp cé point au sommet S du cône développé repré.sentc 
le^rayon'd’une sphère, concentrique à la première, et conte- 
nant la ligne de courbure considérée. • _ ' 

On aurait pu éviter une nouvelle démonstration et rentrer- 
• dans le théorèmeI,en remarquantque la sphère S, qui contient 
'la ligne de coiirbure donnée, coupe la-' surface sous un angle 
’ixmstant. . . ' ' 

TflÉORÈME II. Si les tangentes d’une courbe à double cour~ 
bure sont tangentes à une même sphère, cette courbe est une 
ligne gèodésique appartenant à' un cône concentrique à la 
sphère; on une ligne sphérique. • . ' 

Démonstration. Le ihéorènfe actuel est un cas particulier dû 
précédent, et sedémontrcrait,directclncnt,de la même manière. 

Corollaire. Les tangenics d’une courbe à double courbure 
ne peuvent être tangcnié.s à deux sphères distinctes. 

' 1)0. Théorème III, Si par le centre d’une sphère on mène 
des rayons parallèles aux normales principales d’utie ligne 
à double courlmre fermée mais d'ailleurs quelconque ; leurs 
extrémités forment une coiirhe fermée, partageant la siu face 
de la sphère en deux parties cqnh'dlcntes (.Tacobi ) i • ' 
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Démonstration.' Considérons l’indicatriGe sphérique /f, de' 

. la ligne considérée, el appliquons-lui la construction qui fournit 
la courbe nn,, lieu des extrémités des rayons de la sphère pa- 
rallèles aux norinale.s. principales de la ligne primitive; c’est- 
à-dire prenons sur chaque grand cercle tangent à l’indicatrice 
uivarc tn ég^ à un quadrant. Si nous prolongeons, en outre, 
chaciui des arcs tn en ni', jusqu’au point diamétralement op- 
posé au point f, 'le point ï' ainsi obtenu 
décrira sur la sphère uiie courbe t't', , sy- 
inétrique de la première 7 /,. D’ailleurs, la 
ligué primitive étant’ fermée, il én sera 
de même de chacune des lignes //,, t'i\, et 
les aires sphériques, enveloppées' par" ces 
- lignes seront équivalentes. tl suffira donc, 

. pour démontrer la proposition , d’établir 
que la courbe nii, divise en deux parties 
équivalentes laportiondo la sphère comprise entre les lignes tt,, 
t'l\. Or ceci est évident, car si l’on appelle iMcs points d'in- 
tersection des grands cercles ini', r, ra, , on peut prendre pour 
éléments respectifs des aires sphériques eomprises entre la’’ 
cQurbe nii, et chacune des ligrtes lt„ l'i\, les triangles inrinité- ' 
simaux énn,, /'««,; e( comme chacun des arcs ùi, /'n, 
i'n, diffère infiniment |ieu d’un quadrant, ces triangles sont 
.équivalents." • ■ . 

Obseivalion. La démonstration précédente n’est autre que 
celle de M. Honnet (vojr Journal de. l' École. PolytcchnUjuti , 
1848, page i 32 .), dégagée néanmoins de (|uelqnesconsidération.s ' 
qui paraissent étrangères à la question. • . ' 

61. Tiiédre.me IV. Si les normales principales d'aune ligne 
sont parallèles à ttn plaii fixe, cette ligne est une hélice 
ejUndrique. (licfirand, Journal de ■Mathênintiqucs , i 85 o, - 

page 343.) /, . • _ , ; / 

Déuionitratipn. Les tangcnies rectiligncs.de l’indicatrice'de 
là ligne considérée, étant parallèlt's aux normales principales de . 
cette ligne, •soDt,idans le cas actuel, parallèles .viin même plan : 
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■l’indicalricc est donc plane et, par suite, circulaire; et les 
rayons de lasphèrequi aboütisseat à ses difleÈents points font 
avec une direction fixe un angle constant. Il en est donc de 
même des tangentes de la ligné primitive, parallèles à ces 
rayons; et cette ligne est une hélice tracée* sur un cylindre 
dont les générétrices sont perpendiculaires au plan fixcdontié. 

62.. Théorème Si les normales principales d'une 
courbe sont parallèles aux génératrices d’ùn cône de réuolu^ 
lion, cette courbe est une ligne géodésùjue d’un liéliçoïde dé- 
ueloppabte. • / 

Démonstration, La réciproque de celte proposition pst évi- 
dente, puisque les normales principales, d’uiie telle ligne géodé- 
siquecoïncident-avcc'lesnormalcs mêmes de l’héliçoïde; et que f 
ces dernières étant perpendiculaires aux plans oscnlateurs d’une 
hélice, lesquels sont parallèles aux plans tangents d’un pre- 
mier cône droit , sont parallèles aux génératrices d’nn second 
cône, de même axe ([ue le premier. ‘ . . 

Pour établirla proposition directe, imaginons que, par les di- * 
verses tangentes de la ligne considéréey/',pnmèncIes p/aHJ rec- 
tijîants, perpendiculaires aux plaVis osculateurs correspondants 
de cette ligne. Ces plans formeront par leurs intersections suc- 
cessives une surface développable, /a surjace rectifiante, qui est 
ici un héliçoïde On voit aisément, en effet, que Jà* génératrice 
de cette surface, pouvant être regardée comme perpendiculaire 
à deux normales principales consécutives de la ligne proposée, • , 

normales parallèles elles-mêmes à deux génératrices consécu- 
tives d’un cône droit, est pprpendiculairé au plan tangent de 
ce cône, et fait avec, l'axe de ce cône un angle constant. L'arête. 

' .de rebroussement de la surface rectifiante, dont celte génératrice ' 
est une tangente, est donc une hélice, et la surface rectifianto 
elle-même est un héliçoïde développable. Enfin les normales 
principales de la courbe proposée., qui appartient à cet héli- 
çoïde, étant normales à la surface, retic courbe est une 'ligne 
géodésique de riiéliçoïde; ' - 

On peut établir antsi la proposition par l’emploi lié l’iiidiea- 
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Iricc. Car li»s tangentes rciTÎligncs tic ecUe’dcmièÈe , qui sont, 
parallèles aux nonnalcs pi-incipales de la ligne primitive, se 
trouvent,- daii.s-le cas actuel, parallèles aux génératrices d’un 
cône de révolution. L’indicatrice est donc une hélice iphéri- . 
que, ayant un petit cercle de la sphèi-c pour développée {von'\ 
page 3p). Or-, les plans des grands, cercles norma'ux à l’indiT 
catrice sont parallèles aux plans r cet i liants de la ligneprimi'tive, 
et la développée de l’indicatrice sert d’itidicatrice à l’arète de 
rebro.ussemeni de la Surface rectifiante ( no/r page j6). Cette 
arête, ayant un petit cercle pour indicatrice, est donc une hé- 
lice cylindrique; et la surface recti^ante est uii héiiçoïde dé- 
veloppable. . . 

V. « « 

63. Théorème VI. Si les normales 'principales d'une, 
courbe rencontrent une droite fixe oz, cette courbe est une 
lignq géodésique tracée sur uné surface de révolution ayant 
pour a.re là droite oz. ' ^ 

Démonstration. Si l'on considère, en eÜet, la surface de 
révolution engendrée par la rotaljon de la courbe doivnée AB, 
autour de l’axe gz, la normale à cette surface, en chaque point 
de la courbe AB, devixi être normale à cette courbe elle-même, 
et rencontrer en outre l’axe oa'de la surface; et comme ces 
conditiops sontdtq.i remplies par la normale principale delà 
courbe AB, ces deux normales coïncident, et la courbe AB est 
une ligne géodésique de la surfaee de révolution déj.à définie. 

Il résulte de çe théorème qu’il suffirait, pour rechercher les 
propriétés que présente, par rapport à une droite fixe oz, une 
ligne à double courbure dont les normales priuci 2 iales rencon- 
trent constamment celte dioite, d’examiner les liaisons qui 
existent eijlfe une ligne géodésique d’une surface de révolu- 
tion et l’axe de celle surface :,or ces liaisons sont expiimées 
parla proposition suivante , 

■ Théorème VII, -En chaque point d'une ligne géodésique 
d'une surface de révolution fie. rayon du parallèle qui passe 
parce points multiplié parle cosinus de l'angle de çè paral- 
lèle et de la ligne géodésique cousjdéréc, donne un produit 
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constant. {Clairaui, Mémoire de T Académie des Sciences, 
1733.) - , . ■ 

Première' démonstration. On sait cpi'une Hgne géodésiquc' 
d’ube surface quelconque peut être considérée comme la tra- 
jectoire d’un mobile qui, animé primitivement d’une vitesse 
convenablement dirigée, et n’étant sollicité par aucune force 
extérieure, serait uniquement soumis à la réaction normale de 
.ïa surface. D’ailleurs, et dans ces circonstances, lemouvement 
du mobile étant uniforme, les arcs parcourus sontproportion- 
nels aux temps; et l’on à ' ' 

^ ‘ . ■ » y* 

(j) <ls = c-.cit, • 

. ■ • • ■ . • . . - . ■ • ' ' 
c désignant une constante. D’un autre côté, le mobjle pouvant 
être regardé comme entièrement libre et soumis à l’action 
d’une force extérieure représentant la réaction normale de la 
•surface snppi;imée; sa projection, sur un plan quelconque, se 
meut comme un point matériel sollicité à chaque instant par 
la projection, sur ce plan, de la réaction normale primitive. 

. Or, si l’on suppose maintenant que la surface considérée 
soit de révolution autour d^ l’axe oz, et que le plan de prôjec- 
tion xy soit perpendiculaire à^cét axe, on voit que la projec- 
tion^ sur ce plan, du mobile’primitif se meut sous l’àclion 
d’une force émanant d’un centre fixe o, qui est le pied de l’axe 
oz sur le plan xr< Les aires décrites autour du point o par le 
mobile projeté sont donc proportionnelles’ aux temps; et l’on 
a, en désignant par r le rayon du parallèle et par c'' une nou- 
velle constante^';' •. : - ■ . ' 1- 

enfin, de la comparaison des rclàlion.s '(i) et (a), on déduit, 


.( 3 ) 


rrftu c' 

r. ~ constante : 

fis c 


et il est aisé d’apereèvoir dans cette relation l’expression ana- 
lytique du théorème \JI.' . - ' ' • . . . 

Seconde dénionsiralion, AA' étant une -ligne quelconque 
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tracée ÿur la surface de révolution (]ui a pour axe la droite sz, 
nous désignerons par r, comme précédcmrrtent, le rayon du 
parallèle qui passe par ce point par 6 rinclinaison de ce rayon 

sur la courbe méridienne zA du même point; par i et i -+- di 
les angles que la courbe considérée AA' forme,* en A et A', avec 
les courbes méridiennes de ces points, et par /7(i> l’angle formé 
par les plans de ces dernières. 

Ces notations posées, imaginons, parle centre d’une sphère, 
des rayons oz, ooc, o a! parallèles respectivement a l’axe de la 
surface et aux tangentes des sections Théridiennes aux points 
A, A''*, et, ayant construit 1 indicatrice a‘a! de la courbe AA'\ 
menons les arcs de grand cercle za, za! (parallèles aux plars 

des sections^ méridiennes des points A, A'): a«, n'ad perpendi- 
culaires aux précédents et se coupant en p : enfin, décrivons du 
point comme pôle, l’arc de cercle an, . Ou a, dans le triangle 
rectangle aai a', 


w 


a, «'■ =: aa' . cos a = E cos a , 


E et a désignant t’angle de'contingence ‘et l’inclinaison, sur le 
■ ■ Fig. 3a. plan tangent, du plan useuîa leur de la 

ligne AA' en A. D’ailleurs l’;uc zx' 
pouvant être considéré comme perpen- 
diculaire en A' sur l’arc aa.p, on peuf 
regarder le point p comme le pôle de 
l’arc A^a', et poser l’égalité 





a.' a, , 


d’où l’on déduit' ' 


ou 


.(*). 


< 1 , n' — {a' k' — lia) — / a = c/l — X a , 


(T, a' — cos 6. du', 


et la comparaison des'relatiôns (a) et (ô) conduit à celle for- 
mule générale ' ^ 

(33). . .=z E . ros fl rf/ — ■' cQs 0, c/w j '' . ■* .1 ‘ 
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q^ui se réduit, dans le cas où il s’agit d’une ligne géodésique, à 

celle-ci : - . . . . ; ‘ T- ' f 

di — . cos 0 . rfw = 0 . 1 - - ... 

.Enfin , on trouve sur la figure de l’espace, et en désignant par 
r/iT l’arc-élémentaire de la section méridienne,. 



=? (/ar. langf ; cos9.rfw 



et la substitution de cette dernière valeur dans la formule'pré- 
cédente donne successivement ' ' ' . . 


. . dr ' - cos t . di , dr • 

■rff'rt: — tang/croj — ^ — — ch— = o. 

r . smi r 


! d.%\ni , dr 
sin/ r . 


d’où, etr intégrant, _ • 

. sin i = constante, . , • 


On pourra d’ailleurs faire disparaître l’ambiguïté que présente 
encore cette formule, en prenant, au lieu d’une .surface quel- 
conque, un cône de révolution dont les lignes géodésiques 
sont, évidemment, représentées par l’équation ' ' 


(34) . rsinï = constante. C 

Scolic. Les normales prirtc/pales d'iiiie ligne -à double 
courbure peuvent-elles rencontrer constamment deux droites 
fixes, non situées dans le même plan, ou, en d'autres termes, 
,'deux surfaces de révolution, dont les axés ne se rencontrent 
pas, peuvent-elles être en contact suivant une ligne géodé-^ 
sique? ■ _ , ' , ' 

-s Si cette question devait être résolue négativement, le ibéo- 
rcme suivant serait une conséquence immédiate de celte con- 
clusion, et la démonstration que nous allons .en donner devien- 
drait inutile, - . ■ 

' Théorème \ IH. Les normales principales d’une li^c à dou- 
ble courbure ne forment jamais une surface réglée du second 
degré. ( Bertrand,’ 7oM/Ra///e Mathématiques, i85o, p. 34a-) 
Démanstiation, \}xic ligue à double courbure quelconque 
- est, en,ell’et, une ligne asjinploïiqiic dela's,uiface gauche for- 
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inée par les DOniiîilcs priiiripalos do ccue ligne; el il ne j)as5c 

d’ailleurs, en chaque poiiH d'une surfat:e quelconque, que deux 

lignes asytnptoiiques. Or, dans une surface réglée du second 

. degré (hyperboloîde à une nappe, ou paraboloïde byperboli-, 

que), toutes les lignes' asymptotiques sont des lignes rfro/fej, à 

savoir, les génératrices "reelilighes de la surface, de l’un ou cU‘ 

. 1 

l’auti-e systèihe : donc, etc. 

(JoEOLLAiRE. Les uovnuiles fit incipnles d'une ligne n rioit^ 
hic. courbure die peuveut rciiconirer en inéine Icipps trois 
'droites /ï.rés, Ou, rencontrer deux droites Jixes et se trouver 
parallèles à i»i plan fixe : et, en particuliei’, les normales 
. principales d une hélice cjiindi'itpie quelconque ne peui’enl' 
rencontrer deux droites Jixes. . ' . .• - ' 

64. 'l'HÉeftÈME IX, Si les normales principales d'une ligne 

rencontrent à angle droit une droite fixe OZ, cettedigne est 
une hélice tracée sur un cylindre de résolution ayant pour 
axe la droite OTi. ' 

Démonstration. D’après le théorème \I, la courbe consi- 
dérée est une ligne géodésirpie de la surface de révolution S, 
qui aurait pour génératrice eetle courbe elle-inèine, et pour 
ü\e lii droite OZ. D’ailleurs les normales principales de la 
courbe, ou les normales de la surface S, 'étant perpendiculaires 
à l’axe les plans tangents de la surface sont parallèles à 
OZ, et la surface S est uii cylindre parallèle à OZ. La courbe 
considérée est d'onc Une ligne géodésique tracée sur une sur- 
face cylindri([ue, de révolution autour de l’axe OZ; ou une hé-*, 
lire apparlehantji un cylindre de révolution.. ' • , 

65. ThéobèMè X, Si les normales principales dune courbe 
.rencontrent sous t^n angle constant-une droite JixeO'L, eetle. 
courbe estsinc ligne géodésique tracée sur un côné de réso- 
lution, ayant pour axe la droite OiL. 

Démonstration . 1| résulte encore des données de la qùc.s- 
tion'que la courbe considérée est une ligne géodésique d’une 
surface de révolution ; ct'quedes plans tangents de cette .sur- ' 
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face fout avec l’axe OZ ui\ ah§;ie constant ; Ics.tangentes d’une- 
section méridienne de la surface, aux difléreiits points de cette 
section, font donc avec l’axe OZ un angle constant^ la scctioip • 
méridienne est donc une .droite, et- la surface se rétlnit à ui». 
cône de révolution. , ■ - , 

Observation. Les normales principales ^e la ligne géodési- 
que considérée forment une surface gauche ayant l’aXe tnèmo_ 
du cône pour ligne de striction. • 

Propriétés métriques, ' ‘ ^ 

-lift. Des relations existant entre une ligne dont la pré- ' . 
miére courbure est constante , et le lieu des centres de cour- 
bure de cette ligne. : . 

Soient AA' la ligne proposée; AC, A' C' ses rayons de cour- 
bure en A, A', et CC' la ligne des centres 'de courbure. La' 
droite AC, de longueur constante , étant normale à la courb<* ’ 
décrite par sou origine, est' aussi normale h la courbe. décri le 
par son extrémité; et la tangente du lieu des centres de cour- 
bure est, par suite, jx;rpcndiculaire .V’Ia normale principale," ■> 
D’aillcui-s la normale principale, la-tangcnte du lieu des ceu- • 
très de courbure et la droite polaire, relatives à un nièniir 
point d’une ligne quelconque, sont toujours situées dans un 
même plan; et comme ces deux dernières droites sont l’une rt 
l’autre, dans le cas actuel, perpendiculaires- à la première, 
elles coïncident. Donc, les droites polaires , c’est-à-dire les tan-'" 
génies del’arète de rebroussement de la surface polaire^ coïu-^ 

, cident avec les tangentes de la ligne des centres ; et, par'siiite , 
la ligne des centres de courbure elle-même eoïncide!avec l’arête 
de rebroussement de la surface polaire. Cd^posé, • . 

Les normales principales de l’arête de i-cbrousscment étant 
parallèles aux normales principales delà ligne primitive, quelle 
que soit Cette ligne, les normales principales du lieu des cen- 
tres, dans le cas aclilel , coïncident avec celles de la ligne pro- , 
posée. 1 ^ 
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De mènjc’les taiigen(es üo l’arèle «le 'rebroussemoni iHant, 
«fuéllc que soit Ih ligiu; primitive, iierpomlieulairt's aux plans 
OM'ulatcurs de celle ligne, les tangenies du lieu des renlres de 
la proposée sont perpendiculaires à ses plans oseulaieurs; et, 
par suite, inversement, les plans oseulateurs de la proposée 
coïncident avec les plans normaux do la ligue des centres. lien 
résulte que la limiicde rinlerseclion de d«uix plans oseulateurs 
ou la laiigenle d«X la proposée coïncide,’ avec la droite polaire 
.'relative à la ligne des centres; et la courbe proposée est rarèie 
de rebroussement de la surface polaire relative à la ligne des 
l'entres. D’ailleurs le centre de courbure de cette dernière, si- 
tué à la fois .sur la norinalc principale cl sur la «Jroitc }>olaire, 
coïncide avec le point correspondant de la ligne primitive, et 
celle-ci est à la fois laligne des centres «le courbure et l’arête 
«le rebroussement de la surface polaire relatives à laligne des 
centres CC/doiit le rayon de courlùiri’. <‘gal à celui de la pro- 
posée AA', est constant comme lui. 

Enfin, lc]>roduildes raV)iiS de set'onde courbure d’une ligne 
«jueb'onque et de l’arête de rebroussement de la surface jtolaire 
est égal au produit de leurs rayons de pr<;mièrc courbure ton 
a donc, entre les rayons de la courbe considérée et de la ligne 
des «’cntia's de ennrbure, la relation 

. • y- 

et en réunissant l'cs ri'-sullats, on obtient le théorème suivant; 

■ Théorème XJ.. St l‘on considère une courbe dont la~pre^ 
'nrière courbure est constante et la courbe lieu des centtes de 
courbure de la première, cés deux courbes ont mêmes norma- 
les principales } chacune d'elles est à la fois la ligne des cen- 
tres de. courbure et l'aiête de rebroussement de la surface 
polaire 'relatives h l’autre j^ leurs^ premières courbures sont 
égales, et le produit de leurs secondes courbures est constatit , 
et égal au carré de ta première courbure commune à ces, deux 
lignes (Bouquet). ' . ' . , 

fû TpéORÈiBE XII. Si les deux eourbures d'june ligne ont 
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un i'n/>f)orl ronslnnt, cette -ligne est une hélice' eylindri^iié. 
(Bertrand, Journal de Mathématiques , 184 B, page 4^3 ) ■ ' ■ ■ 

Premihre démonstration. Considérons rindiealrice-spliéri- 
quede la ligne proposée : le rayon de courbure géodésique de ' 
l'iiidicalrice étant égal au rapport de la' première à la seconde 
courbure de la ligne primitive, la courbure géodésique déï’in- 
dicatrice est co ns la rite, cl l’indicalrice est un petit cercle’dé'la " 
sphère. Il en résulte que les, rayons de la sphère aboutissant 
aux différents points de l’indicatrice, et, par .suite, Ic.s langeh-' 
tes de la ligue primitive, ([ui .sont parallèles à ces rayon.s-, ^fon t 
un angle constant avec une direction fixe : et la ligne prii'nitive 
est une hélice, tracét; sur un cvlindre parallèle à celte direction. 

Seconda démons! ration. Con.sidérons la surface recti- 
fiante relative à la ligne proposée. Lés généraU’ices-de cette ' 
surface sont parallèles aux droites qui mesurent les plus copries 
distances entre les normales principales consé«’ulivesde la ligne 
proposée ; et l’inclinaison de Tune de ces droites sur celte ligne 

a pour tangente irigonoméirique, le rapport^’ de ses deux 

courbures, rapport qui est ici constant, par hyportrèsé. Lu 
courbe proposée, qui-* est toujours une ligne géodésique de la 
surface rectifiante, est donc, en outre^dans le cas actuel, une- 
trajectoire sous un angle constant des génératrices rectilignes 
'de celte surface, et conserve la mème- propr'été après le dévê- 
loppcm'enl de cette dernière sur un plan. La courbe proposée 
se transforme donc par le développement dé la surface rec'ri- 
fiante, en une ligne di oi le qui . coupe sous un angle constant' 
les génératrices développées. Les génératrices sont donc paral~ 
lèles après et, par suite, aussi avant le développement; la, sur- 
face rectifiante est un cylindre, et la courbe prop’osée est une 
hélice tracée sur ce cylindre. , 

• 68., Théorème XIII. Si chacune des deux couihurés d'iitie 

ligne est constante , cette ligne est une hélice tracée trur un 
cylindre de révolution. (Puiseux, tourna/ do Mathématiques ^ 
toihê VII, 1842, page 65. ) . . . ' 


• Digitized by üooglc 


TUÉUKKMES.. - ’ loi 

tJenionslralion Les deux courbures de la ligne proposée 
étanl séparément eoiistamcs', leur rapport est aussi constant ; et 
cette ligue est une hélice, d’après le lliéorèuje précédent. U’ail-' 
leurs le rayon de première couthurede extic hélice étant côn- 
stant, il en est de même du rayon de courbure de ja section', 
droite du cylindre qui la coniieiit {uo//'page 7 ) : Celte section 
droite est donc un cercle, et le cylindre est de révolution. • 

, t)9. Théorème' XIV . Toula fiélica dans le tap- . 

R'I / , |\ ... 1 ’*!■' 

~fTs t'onslaiil ^saus être nul) api>artu:nt a u)t cyltn- 

dre ayant pour hase une spirale logaritfimitpifi ; celle courhe 

est tn même temps une hélice conique coupant sOus un angle 

constaîit les génératrices d'un cône de résolution, dont l’axe 
..9 . , . ’ _ 

pusse pur le pôle de la spirale et se trousc parallèle aux gé- 
•nératrices du cylindre. iSous appellerons celle courbe /«7; ce . 
cylindro-conique. ' ‘ . _ : ' - 

Démonstration. Le rayon de courluire.f; cl l'are s de la sec- 
tion droite du cylindre qui contient l’hélice considérée, étant 
respectivement proportionnels airx grandeurs corresjiondantes 

et analogues de celle-ci , le rapport de leurs difléreiiliellcs 

, ■ 1 • I '/H> 

est constant pour la section droite, coiiiiiie le rapport 
' • *• c/S 

pour l’hélièe retroii eu conclut, eu prcipiei' lieu ( voii page Sy, 
Observation), que celte section droite est une spirale logarilli- 
miqùe'. ■ é ' - ^ ' 

Que l’on regarde, eu second lieu, riiélice donnée coinniC'la 
génératrice d’uiie surface de révolution ayant pour axe la paral- 
lèle os aux génératrices du cylindre menée par le pole ode la 
.spirale, et que l’ôii rapporte la' scclioii méridienne de celte sur- 
face à l’axe oz et à une perpendlculaire'ox â os menée dans le 
plan de la section. On reconnaît aisément que les variations 
correspoudàntes des coordonnées z et .r d’uii point delà sec- 
1 tîon méridienne sonl' incsurt'es rcspccliveinent par les {W-ojcc- 
lioiis, sur l’axedu cylindre et sur leraymi veclCurdela spuale, 
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des arcs, correspondants de.l’hélice et de la spirale; el qne'ces 
variations, par suite, sont respcctivcujent égalés aux produits' ' 
de ces arcs par des nombres constants; Or le rapport de ces 
arcs étant constant, il en est de même du rapport des varia,- 
tions des coordonnées a et a: de la section méridienne; cette 
section est une ligne droite, et l’hélice considérée appartient à ' 
un cône de rcvolutioii. • • , Z v 

Ejifin, oji voit immédiatcmcjit , à 1,’aide. de .l’indicatrice • 
qu^unecourbe tracée sur un cône de révoliition et' faisant avec 
l’axe de ce côiio'uu angle constant, coup'c pareillcmerit ses gé- -■ 
nératrices sous un angle constant.; et la courbe considérée est 
une hélice cÿlîndro-conique , suivant les termes de l’énoficé» 
'Réciproquement, l'hélice conique, c'esl-à-dire la courbe 
tracée sur un éône de réi'olution el coupant seS génératrices^ ' 
sous iinr angle' constant , ii'est autre que V Hélice cjrlindro- 
*■ • conique déjinie précédemment . •>' ,.'~- 

On reconnaît, en effet, à l’aide de l’indicatrice, <jue les di- 
verses tangentes de la courbe considérée font un angle constant^, 
avec l’axe du cône , cette courbe étant dès lors une hélice tracée 
sur un cylindre parallèle à cet axe. D’ailleurs la section droite' 
du cylindre, ou la projection delà courbe sur un plan perpen- 
diculaire à l’axe, est une spirale logarithmique. Car d’après là' 
définition de l'hélice conique, les variations corresjîbndaotes 
de l’arc de la courbe et du rayon vecteur issu du sommet du 
cône, sont dans un rapport constant : il eu est douC de même 
des variations de l’arc et du rayon vecteur de la projection; et ' 
le rayon vecteur de la projection coupe celle-ci sou.s un -angle 
• constant , ce qiti est la définition de la spirale logarithmique. ■ 

70. Théouéme XV. 1 Tonte courbe coupant', 'sous , des -an- 
gles constants, les génératrices d un côno et celles dun çylin- 
ilre, dont elle est la commune intersection, appàrtient néces-. 
saircment à un cône de révolution, et, ipar siiile, est uûÿ 
. hélice cylindro -conique. - 

Dêmonsli'ation Menons, en e/l’et, parlosommet O du cône, 
nir plan X)'' perpendiculaire à la tUteciion.os deR génératricés 
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<lu iyliudte,.cl désignons par r'ei z les distances d’un point 
quelconque de là coui-be au soiiïincl du çôiie et au plana^jr.-' 
Ou a cette doubla expression <le l’arc élémentaire do la 

'courbe; ^ ' , .. . ' ' 

^dr dz 


r/Ss 


COSI cosij 


l et /, désignant des angles conslantsy^ 11 en résulte ré<iiiation 

dilVérentielle, ■ ' ' ■' ' 

• ■ • • dr dz . • ■ 


" et' réqttfrtion, en termes Unis, ^ ' ■ ' • 

' . ■ ' • r â ^ C > ' _ 

■ ' ' ■ ■ • ■ coif cosf'r ■/ 

de la coui'be considérée , C désignant une couslanie.. P ail- 
leurs une liélice, tracée sur un cône qiuîlcotique, ayant tou- 
jours le sommet du cône pour point asyinplole, l’équation pré- 
cédente doit èiré;satisfaitc par r== o et z = o ; la constante C 
est nulle, et l’on a simplciuent ' , _ , 


r 

COS I 


ces(, 


COSf, 

’ cos< 


'constante. 


• -Kl. cette relation exprime que le cône qui rentçrme la courbe 
tîonsidéréc est de révolulion autour d’un axe oz parallèle aux 
générali'iccs du cylindre; ce qui suilit à la démonstration. 
(Vieille,. C’o/ttp/é//ie«/^ tV Analyse et de Mécanique, page 8q.) 

7.1 . Théorème XVI. Si une courbe à 'double courbure et 
lu ligne des centres de courbure sont deux hélices tracées Sur 
dof cylindres parallèles , la courbe proposée est une htdicc 
droite appartenojit à un cflindre de révolution, ou une liér 
, lice çylindi'o,-coni(pie. (Tis.sot, Nouvelles Annalcf de Malhé- ' 
'' inatiques, iSSa, page 455.) • 

Démonstration , Soient en' cllet AA’ la courbe proposée. 
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CC' la ligne des centres de courbure et SS' l’arètc de çebrousse-j 
ment de la surface polaire relative à AA'. Cette dernière étant 
une hélice, il en est de même de SS', et le cvlindré cpji la coriT- 
-tient est parallèle au cylindre contenant AA' : donc, par suite' 
de l’hypoilièse, les hélices SS' et CC' appartiennent à des cylin- 
dres paiallèles. Or, on reconnaît facilement, par l’emploi de 
d'indicatrice, que» toute hélice CC', tracée sur un héliçoïde • 
développable, et appartenant à un cylindre .parallèle à celui 
qui contient l’arète de rebroussement SS' de l’héliçoïdc, est une • 
trajectoire des génératrices rectilignes de la surface.^ » Done^^ 
dans' le cas .actuel, la ligne des rentres de courbure CC'^coupe,' ' 
sous un angle constant, eC les droites polaicès CS, et les nor- 
males principales CA dé la ligue AA'. Or du a trouvé [voir ' 
formule,( 26 ), page 83) - , ' v 

. siri(CC'-,CA) = ^, : : . ■ : 

et il en résulte poiu- le cas actuel la relation _ . • ' é' - ( ' 


R 

R 


— =: constante: 


on déduit d'ailleurs de la formule (a5) ( l'o/'r page 8 1 ) , 
RJ ~ ’ "*”Rf \rf.S7 ’ ' ' • 


,R, 


et le rapport^' étant constant, puisque la courbe e.si une lié-, 
lice, on a simplement ’ ' 


rfR, 

rfS 


=: C = constante. 


On parvient plus rapidement encore ,i ce premier résulta», par ' 
remploi de la formule \ , 

qu’il est- aisé de démoiUi cr. • ^ 

Cela posé, si la constante C est nulle, R, est constant ci 
l’itélice appartient à nn cylindre de révolution : dans jé cas, 
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contraire,' on rentre dans le théorème XIV, et la coüilte est une 
hélice cyliiidro-conique. , • . 

Obseivaiion, Quand la ligne primitive est une hélice tra- 
cée sur un cylindre de révolution, on sait que lalignedes ceu- 
tresde courbure CC/et l’arèle de rebroussement SS' de la surface 
polaire, qui coïncident, sont des hélices de même nature rpio 
la première, tracées sur un cylindre dé même axe. (|uc le jirc- ■ 
rai’er; la ligne de striction de la surface gauche, formée par les • 
normales principales, se réduisant à Une ligne droite, coupée à 
angle 'droit par chaque génératrice, cl qui est l’axe même du^ 
cylindre. Le théorème suivant, dont une partie seulement a clé ; 
énoncée déjà par M. Tissot, 'met en évidence les propriétés 
analogues de l’hélice cylindro-conique. - j- 

72. Théorème XVII. Dans touU; hélice cylindro-conique, 
la ligne île striction OO' de la surface gauche des normales 
principales, la ligné des centres de courbure CCf, et F arête de 
rebroussement SS'de la surface polaire sont trois hélices cylin- 
dro-coniques, appartenant à des cônes de même axe et de 
même sommet que celui qui contient la courbe primitive. 

'Démbnstradion, i). Xous occupant d’abord de la ligne de 
striction, soient OCy l’arc élémentairede cette ligne, OO, =es 
la plus courte dislanceontrc les normales principales AC, A'C'j 

. * ■ s * R * 

rla distance, AO et m le rapport conslanf ^ relatif à’ l’hélice 
ÂA'.Ona / \ 

•a«S(00'.AC)=g|=J^. ^ _ 


, Or là ligne AA' étant une hélice dont les génératrices sOnt pa- 
rallèles À la plus courtedistanccOO,, cette plus courte distance 
ta et l’arc élémentaire AA'= c/S sont dans un rapport constanl; 

en outre, à cause de la relation ^ ^ = <-onstanle, AOou 

^ H J - 

■r est proportionnelle à AC ou R,, dr est proportionnelle à 
r/Rf, et l’on a, par suite, - . ' . ' 

• ' .tang(00'.AC)==^ = (:^ = C'. ;.. :' _ 
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C et C* dé^gnanl des <’oiistaiitcs. U résulte de là, en général,' - 
que, pannilcs hélici's^ celles (fui appartienuent à un cylindre',' • _ 

ou à un cône' de rèt^olu- 
.Fig. 33. • . . . • > 

. noHj sont les seules pour ies~ ' 

(fitelles la ligne d&slriclion 
_.,de ,ln surface gaUcke, des^ 

' normales ' principales soit 
'une trajcètoire' des généra-, 

' triées rectilignes de In id/;- 
face,; et, cu'particulier, que 
la'-ligne de striction OCy rc*- 
. lativé' à l’iiéli'ee coiieidérée 
■ AA^ est elle-inèuie-uiie hé- 
lice tracée sur un cylindre 
, parallèle, -à cclui^^qui con^ , 

•' nenl cctfc ligne. D’ailleurs, 

^ dans clonie surface gauche 
• ■ ■ à plan directeur, les' trajec- 

toires orthogonales (les génératrices rectilignes, projetées sur 
ce plan, ont pour commune développée -la projection de la 
ligne de.striçtion 'delà surface. Donc, dans le Cas actuel, 'la 
section droite du cylindre contenant la ligne de striction OO' 
est la^ développée de la spirale logarithmique qui Sert de base 
au cylindre contenant AA'; cette section droite est une spirale, 
logarithmique' égale à la première et de même pôle> et la ligné 
de striction OCy est une hélice cylindrà-conique tracée nir un '' 
cône do même axe que celui contenant F hélice primitive AA', 
(/''o;/- Théorème XIV.) . . • " 

■ - ÿ)rSi l’on désigne, en second lieu, par p le pôle comuirin dès 
spirales aa', oo' projections des héH<x‘s A A', OO', ét que , pro- 
jetant sur le même plan CC' suivant edf on joigne pa, pof pc i .* 

OA R? 



on voit que le- rapport ^ 




étant constant,' le rapport 


. , en . . ■ ao - 

égal — est constant, ainsi que le rapport — .Alaisd«qa,sur la 


ligure, le raiiport ^ el l’angle pao, on pac sont constants; et 


/s 


-- <. 
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il résulte de tout cela que le rapport — et l’angle juflcsout con- 
stants, et que le triangle pac est donné d’espèce. L’angle apc et 
le rapport — sont donc constants à leur tour., et le point c 

décrit une spirale logarithmique, égale à chacune des précé- ^ 
dentés na\ 00', et de même pôle qu elles, 11 résulte, en outre-, 
des rtdations précédentes entre les spirales aa' ét cc' , et dii pa- 
rallélisme constant de AC et de ne, que le point c décrit une 
hélice sur le cylindre ayant pour base cc', de la même manière 
que le point A sur , 1 e Oyliridre ayant pour base aa'. 

Les éléments ■èorrespondanis, des lignes aa' et cc' étant, en 
effet , .d a 11 s un rapport constant, on a 

. ' CG',. siov ■- 

. J . ■ — ■— = constante; • . ... 

AA . sin a , , ' ' ' ,• 

et les projcciionssur Ce et A a dés éléments correspondants CC' 
et A A' -étant égales' entre elles , ,011 a-' 


ou en déduit' ■ 


.CC'.cos7 , 
AA'.côSa 

, 

’ tanga ' 

— — = constante , 
tang'/ 


et, par suite^ y est constant comme a. On en conclut <|uc l(h 
ligne des centres de courbure CC' est une hélice cylindro-co- 
nique , de mente axe que les précédentes h. k' et Oü'.' 

• 3 ). Quairi à r'arète de rebroussement de la surface' po- 
laire SS', ses normales principales étant,. dans tous les cas, • 
parallèles .à celles delà ligne primitive, et cellcrci étant- une 
hélice dan.s le cas actuel j SS' et AA' -sont des hélices situées .sui- 
des cylindres parallèles; et il en est de' même de? hélices SS' 
et CC' : d’oti cette corisétpicnce, déjà énoncée, (|ue CC' est une 
trajectoire- des génératrices rectilignes de la surface polaire. Il 
résulte de là que le Li-iètlre formé au point C, par la droite CS, 
la tangente .i la ligne CÇ' ct la génér.itriec Ce du cylindre eon- 
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lettatU CC , (Ast coiistiiia, ainsi que le dièdre sAiîvâiil Ijt*. Or 
si l’oji projette, sur le plan de projection déjà emptojé, SS' 
et CC' suivant ,«/ et ce', il. est facile de voir que les drtMles sc 
qui sont taugeiites à la ligne coupent la ligne Cef sous uü 
angle qui •mesure le dièdre précédent, et qui, paP suite; de- 
meure constant. Si donc on appcllcy le centre de cptirbure en c 
de la spirale ce', quel’on joigne pc, py, ps et cy, on rèOonnaît 
que le quadrilatère cp ys, bi-rectangle ert p et s, est donné d'es- 
pèce, ainsi, par conséquent, que le triangle pas. L’^angle r/d et 

le rapport — sont constants; Je point décrit une spirale loga- 
rithmique A-gale, à chacune des précédentes, et de même pôle 
qli’ elles;' et Varvtc de rebvoussemenl SS' de la surface politire 
est encore, une hélice cylindro-conicjue , de même axe^tfuc les 
précédentes \h' ,0(y et. dC.' . . ' ' ■ \ 

y ' ’ ■ ' * 

' «» *• ' • I 

■ 4)- II est facile de voir, en dernier lien, que les cones>de 

révolution contenant les quatre lignes A.V, 00','CC',et SS', 
Ont n,iême sommet P, Car si l’on .'ippcllè P le sommet du cône 
contenant AA',^et si l’on conçoit (pie je point A se rapproche 
indçGnimept du^ sommet P, ,1e rayon de courbure A C'=E, 
de AA', qui'est projiortionntd h la distance 'PA , tendra indc- 
■ fininienl ver* zéro. Doiicles trois côtés du trianglp ACS, donné 
d’espèce, temltînt simultanément vers zéro en même lemps-que 
le poi nt A tend vers le sommet P. Il en résulte que les sommets C 
et S dé ce triangle, et le point O (jui divise le côté AC dans un 
rajqmrt constant, tendent à se confondis avec' le point A-, pen- 
dant (pie celui-ci tend lui-mèm'e vers le point P; ''et les hélice» 

’ décrites par les points O, C et S ont, pour jioint asymptote 
coinmun, le sommet P du cône contenant l’hélicc AA'; ce rpri 
snilit à la'démonstralion. ' .' 

Remarqué I. La surface gauche formée par les normales 
principales de l’hélice AA' contient une inlinité d'hélices 
eylindro-coui(]ues, de même, axe et de mèmè sommet qtip la 
proposée; ces hélices peuvent se construire pai- |>oinl$ en divi- 
sant dans un rajiport (-onstant (jucleompie chaque rayon 'de 
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oom-biirt' AC do la ligiio proiwsce ; et elles sont les lignes ■ 
asymptotiques de la surface (vod- ci-après le chapitre IX). ’ . ^ 

- ■ liemarque II. Les rayons rie première et de seconde'cour- • • 
bure do l' hélice cylûidro-conique sont , en chaque point de 
cette courbe, 'proportionnels à la distance de ce point à un . 
point fixe P. Mais la réciproque n’est pas vraie, à moins que 
l'on n’ajoute la condition qué le ])oint'fixe P appartienne ,^ 
comme point asymptote^ à la courbe considérée. . ' 

7 îl. Trouver la' définition de la ligne à'double 

.courbure L dont les normales principales peuuenl coïncider ' 
avec les normnles principales d’une seconde ligfie l/; et les 
relayons métriques, ou descriptives, fixistanf entre les ligpes 
conjuguées h et i/, '’ - . ‘ 

Soltilion. i). Cherchons , e/t les relations des- 

triptives qui peuvent exister entre les lignes L, 1 / que nous' 
supposons avoir mêmes normales principales. 

Recourant, à ccl effet, aux indicatrices sphériques de cés ■ 
deux lignes, ilous remarquerons qiiç les lignes considérées 
ayant mêmes nonnales principales, la ligue sphérique nn,, 
lieu des extrémités des rayons parallèles à ces normales, doit 
Kic- 34. ^ être la même pour le.s deux courbes 

■ r • ' '■ 1 /ofL'. Il en résulte , d’après la gé- 

. "craliou de laligne nn,’au moyen 

‘ * de chacune des indicatrices //,, rt” '■ 

v' ^ ’f. ' ' ^ (l'oif page 78), que les arcs de 

'' ,1-/ ^ ' grand cercle nt, nt' sont des qua-- 

r " ■' . ; - ‘ .dranis, et sont en mitre tangents 

■' _ aux indicatrices t/(, . Donc l'arc 

... X . '. de grand cercle t/ joignant deux 

points correspondants queleonqücs de ces lignes est normal à 
l’une et à l’autre-, 'les deux indicatrices ont même développée 
sphérique, et l’arc de grand cercle normal tt', compris entre 
ces lignes, conserve une valeur constante. Or cet arc mesure 
l’angle /ot' ou son égal, l’angle des tangentes aux lignes L. L' 
menées par des points corrcspotjdants de ces lignes. Nous arri- 


■ ■ 
.. X : 
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von.s donc à cc résidtat, qui suLsisieraîl encore si les uoi’niales 
principales des deux lignes, au lieu de coïncider, étaient seu- 
lement parallèles ; Les tangentes des deux lignes conjiiguéesl^j'- 
L', menées en des points correspondants de ces lignes', font 
entre, elles .un angle, constatU- i-a figure sphérique fournil 
d’ailleurs une première expression de la langentc de cet angle 
constatitip ; car en désignant par 7t le eeiilre de courbürè sphé- 
rique des deux indicatrices pour les points < et f', on a 

■ y — //' C= T!t' -A. 7t/ = 0’ 0, ' . , 

et , par suite , puisque l’on a ' ■ 


tangÇ : 


R;. 

ÎT.’ 


tango' 


tangy 


b; 

R', 


R. 


i-t- 


R', 


Rj 

R, 


il, et Rj, R', et R', désignant les rayons de première et de .se- 
conde courbure des lignes L, L'. ■ • 

a). Révenous , en second lieu, à la figure primitive compo- 
sée des lignes AB, A' B' cl de leurs normales principales com- 
munes AA', BB '5 et cherchons de nouvelles expressions de 
l'angle des éléments correspondants' AB-, A'B' de ces lignes, 
que nous savons demeurer constant. . ' 

i“. A cet effet, G étant le centre de courbure de la ligne AB 
pour le point A, décrivons du point G comme centre, et dans 

le plan osculalcur en A, AGB, le péi’it arc de cercle AA' ter-, 
miné à la droite GB prolongée et joignons B'//. Onvoit,aisér 
ment que la portion de, normale principale, , AA! ou RB , 
comprise entre les deux courbes, conserve une. longueur ion - 
' stanlc, que nous désignerons par la lettre//. 11 en résulte qucBB', 
B// ne diffèrent que d'un, infiniment petit du >ècond ordre; et 
que la droite B'i', déj.à située dans le plan itofinal en, B et fai- 
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salit avec H6' un anj^le infiniment peu difliérent d’un droit, 
peut être considérée comme pcrpeiidwTilaire au plan osculateur 
ACB ou A'Cb'. Dès lors les triangles' iufinitésimaux A'fc'B', 
rectangle en // ef dans lequel l’angle en A' est égal à raiigle y, 
.. • F>e- .B'Bè' t;t A'C//, dont les angles, 

■ -■ B et C réprésement les angles de 

-, torsion et de eputingefree, H et E., 

. de” la ligne AB, nous donnent suc- 

«J > ^ t 

- k ,, /r./' " ressivement : 





' ' ! 

y! ;■ • 


‘“f 


E.CA' + "f 


. De là, eu multipliant membre à membre et simplifiant. 


H . « R( • ' e 


ou enfile 


2 “. Effectuant ensuite une constrtietion.anajogueaii point C', 
centre de courbure de là ligne A'IV pour le point A', les tri-, 
angles infinitésimaux A B, rectangle en Z>, et dans lequel l’an- 
gle en A est égal à l’angle y, BB'A et AC'f», dont les angles en 
dB^ et G’ représentent les angles de torsion et de contingence, TE 

' et E', de la ligne A'B', nous donneront de même : ‘ 

' ' - , 

• B* • n i Uf * ' • 

tangtp=:-,_Bê = H.«. ^ = 

d'on ' , . • ' , , 


En,-'.' 


■ , tangf: 
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lU si l’on réuni l les résultats précéilents dans im même énoncé, 
on obtient cette jiroposition : . ■ 

Théorème XVllI. Si les normales principales d'une ligne L 
sont en même temps les normales principales d'une seconde 
ligne L', \°les tangentes menées en des points correspondants 
de ces lignes font entre elles un angle constant (ç); o.°il existe 
entie les rayons 'de première et de seconde chtirbitre de ces 
lignes, pris isolément ou collectwement ^ les relations sui- 
vantes : . - • ‘ 

, « n ' R', R, 


(■). 


R, 


K 




Rr 


R, 

r; r. 


R,’ 


O et n désignant des constantes. 

Observation. Les formules précédentes , ou du moins des ^ 
formtiles équivalentes, but été découvertes par M. Bertrand 
^voir Journal de MalUématiques, tome XV, page 33a 5 i 8 ,lo). 
On voit que la première de ecS formules exprime que, entre 
les deux courbures d' une ligne possédant la propriété énon- 
cée, il existe une relation linéaire. M. Bertrand écrit cette 
relation sous la forme . 


n 

K 


C 

rT 


la constautb C restant indéterminée, et sa signibcation géonié- 
*trique demeurant inconnue. Les relations (i) permettent de 

lever cette indétermination, et donnent 0 = — - — pour la va- 
, • . • .' '“"Kï > 

leur decette constante. ■ , .r-. 

_CoRoi.LAir.E. Si on suppose l'angle (f <’gal à un droit, les 
formules générales ( I ) se réduisent à celles-ci : 


R, = 


R', =±/?, RsR', = /?-: 


relations déjà trouvées, dans l’un des numéros précédents, entre ^ 
une ligne L dont la première courbure est constante., ét la 
ligne L' lieu des centres de courbure de la ptenrtère.- 


I 
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71.' Théorème XIX. Réciproquement , s'il existe entre 

les deux courbures d’une ligne AB une relation linéaire, on 

peut construire une seconde ligne A'IV ayant mêmes normales 

principales que la première j et il^ existe entre les rayons de 

courbure de ces^lignes, outre la relation supposée, les autres 

relations exprimées parla formule (i) de la page précédente. 

démonstration. Mettons la relation donnée sons cette 

forme ; ; . . _ ■ 

n ' ' '• 

/ \ ■ 

(i) =L = constante, 

n , ’ 


Cl, la constante n étant, pour fixer les idées, supposée pçsi- 
tivc, portons sur le prolongement des rayons de courbure de . 
la'ligne AB ou L, à partir de celte courbe, des longueurs AA',' 
BB', . . . jégalcs à la ligue n: le.», points ainsi obtenus formeront 
une courbe A' B', ou L', située toute entière sur la surface gau-, 
ebe S formée par les normales principales de la courbe L, et 
coupant à angle droit les génératrices de cette surface. Or 
nous allons établir que la ligne L', ainsi définie, a mêmes nor- 
riiales principales que la ligne L. 

Et d’abord, les tangentes menées en des points con'espon- 
r dants A et A.' des lignes L et JJ, font enttgeîles un angle cons- ' 
tant, dont, la tangente tfigonométrique est précisément égale 
à la constante C (■noi/’ la, figure de la page 1 1 1 ).‘ 

Soient, en elict, O le point central de la génératrice AA'*, 

OO' la plus courte distance entre A A' et la générâtrice infini- 
ment voisine BIV; 4*, ^ les inclinaisons des*plans tangents de 
la surface S eü A, A' sur le plan langent en inclinaisons 
m'esuréespar les angles que forment avec OO'les tangentes des / 

• lignes L, L' aux mêmes points = 4>' — ‘P l’inclinaison mu- 
tuelle des plans tangents en-A, A', ou des tangentes aux lignes 
, E, L' aux mêmes points; et soit enfin A le coefficient de distri- 
bution des plans tangents de la surface S pour la génératrice 
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\ * ! 
On a, comme on saii (iw'rpagc lo, n“ 9 ), *■ 

tang. «P = A . O A , lang <I>' = A . oA' ~ (o A 4- «) ; - ^ 


d’où 

tangf = lang {<t<' — <Ii)= 
ou 

( a ) tang <f = 


A ,n 


A . n 


I + X’.oA.oA' 1 ^ X’.oA’4- A'.oA.h’ 


ri A- 


l+(^.oA)’-H« ^.(X-.oA) 

D’un autre côté, ^ n’étant autre cltose que rinclinai.son, sur 
le plan osculalcur de la ligne AR, de , la plu.s courte- distance 
entre deux normales principales consécutives de celte ligne, 
on a (-ÙOÙ' la formule 2.3, page 79), 


taiig<l>=tang() = — , 


et, par suite, 

(b) 


k .ok — 


R,’- 


ênûn on a trouvé pour le itiellicienl k (voir la formule 24, 
page 81), l'expression < 


(0 


* = 


R’ 4 -r; 


Rî .R, ’ 

et si on remplace k.oA. et A' par ces valeurs dans la formule («), 
il vient 

RÎ-+-R5 - , r . 


tang f 


R^. . R, 


^/RA« R, r! 4 -r; 

' UJ R- ‘RI • Ri 

d’où, en réduisant au même dénominateur et simpliCant, 


(a) 


tang (p : 


n 

r 7 


n 


Ainsi la tangente de l’angle ÿ a précisément pour valeur rctie 
fonction des deux courbures de la ligne AR qui demeure cous- ‘ 
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taille d’après l’hypolhèse exprimée par lu relation (i); et, par 
suite, Vanglc. o est constant : or ce résultat est suffisant pour 
établir que les droites AA', lilV, . . . qui sont diqàles normales 
]irincipales de la ligne AH, sont aussi les normales principales 
de la ligne A'B' (noir la figure de la page loy). 

Considérons, en eH'et, les indicatrices spliériques It,, t't\ dos 
ligues AB, A'B'; cl soit «r, la ligne sjiliérique formée ])ar les 
' extrémités des rajmns on parallèles aux normales principales 
de la seule ligne AB, ou aux géiici atriccs de la surface gauche 
déjà considérée. Les tangentes en A‘, A' d'os lignes L, L'étant 
toutes les deux perpendiculaires à la génératrice AA', le rayon 
OM, parallèle à celte dernière, est perpendiculaire au plan tôt'; 
le point n est le pôle de l’arc de grand cercle tt! , et l’are nt est 
perpendiculaire à l’arc II', qui demeure, par suite, toujours 
' normal à la ligne tf, : cet arc II' est d’ailleurs constant, puis- 
qu’il mesure l’angle constant des tangentes aux lignes L, V; 
on vient devoir qu’ij demeure toujours normgl à la ligne tti 
décrite par son origine il demeure donc pareillement nor- 
mal à la ligue décrite par son extrémité Lcsindicatrices 
des lignes AB, A'B' ont donc même développée sphérique; par 
suite /rt ligne sphérique des normales principales, nn,, c,sl\a 
môme pour lesdi!ux courbes AB, A' B', et les normales princi- 
pales de ces courbes sont parallèles. Enfin, la normale prin- 
cipale en chaque point A de la courbe AB passant constam- 
ment par le point correspondant A' de la courbe A' B', la nor- 
male principale de celle-ci, qui passe par le même point et 
f[ui est parallèle à la première, se confond avec elle; et les 
deux courbes ont memes normales principales. 

7S. Théorème XX. Si les normales principales d'une 
ligne L sont en même temps normales' principales de deux 
autres lignes distinctes, L' et L", chacune de ces hgnes est une 
hélice tracée sur un cylindre de révolution ; et la surface for- 
mée par leurs normales principales est un Itéliçoïde gauche à 
. plan directeur. 

Démonstrxition.' Désignons en cfl’et 2 iar //' et n" les portions 

. - 8 . 
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Co«A//j///e,s (les gciiérairicos (le la surface gaiiclic des iroritiples, 
comprises entre la courbe L et chacune des courbes VJ et L"; 
]>ar çp' et d ' les angles constutils des tangentes de la ligne L avec 
les tangentes correspondantes des lignes 1 / et L''. Fat appli- 
quant la première des relations t'Onlenues dans la formule (r) 
dn n” 7!1 [voir page iia) à chacun des deux systèmes formés 
par les lignes et L', L et 1 -." , on a 


(■') 


lang f = 


n 

b; 

I 

' ■+■ T 


(’■) 


lang y , : 


n 

> T, 


-R. 


et CCS relations, n’étant autre chose que deux équations du 
i)remier degré entre et des constantes, assignent à cha- 

Rj Rj ■ , ^ 

(Tune des deux courbures de la ligue L une valeur constante : 
la ligne L est donc une hélice tracée sur un cylindre de révolu- . 
tion; il en est de môme pour chacune des lignes L' et L", *ei la 
surface formée par les normales principales, communes à ces 
lignes, est 1111 héliçoïde gauche à plan directeur. 

Corollaire I. On déduit aisément des résultats qui précèr • 
dent, la démonstration du théorème suivant, établi d’abord 
par M. Catalan (Journal de Mathématiques, 1842, page ao 3 ) 
Toute surface réglée dont les rayons de courbure sont en 
chaque point égaux et de signes-contraires, est un héliçoïde 
gauche à plan directeur. Ou peut mèttic donner plus de géné- 
ralité à l’énoncé, en disant <|ue : SJl existe sur une surface 
gauche trois lignes L, L', VJ' coupant à angle droit les généra- 
tricés de la surface, et-en chaque point desquelles les rayons, 
de courbure do la surface soient égaua' et de signes contrai- 
res, la surface est un héliçoïde fauche à plan directeur. . 

Il suflitj en ellet, pour démontfei’ cette dernière proposition, 
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II 7 - . 

lie l’eiuarijiier qu’eu venu tie l’hypothèse, et d"après les ihéo^ 
lèines d’Kulef et de Meunier, les plans osçulateurs de chacune 
des lignes L, L', U', coïncident avec les plans tangents à la 
surl'ace. Il en résulle que les normales principales de ces li- 
gnes coïncident avci' les génératrices rectilignes de la surface : ^ 
ces trois lignes_ont donc mêmes normales principales •, chacune* 
d’elles, d’après le théorème précédent, est une hélice apparte- 
nant à un cylindre de révolution 5 et la surface est un héliçoïdc 
gauche.-à j>lan directeur. ' ' 

On U'ouve dans un Mémoire de M. O. Ilonnel une démons- 
tralion analogue (/ourna/ de V Ecole Polytechnique ^ 1848, 
page i 34 ). 

CorollaiheII. -E nfin- le même théoièiue, combiné aveccelui 
du numéro précédent, conduit à la séparation en trois elassi-s, 

'déj.à établie par M. Jîertrand, des' surfaces gauches formées j>ar ■- . 
les normales principales des lignes à double courbure ; La j>re- < 

niière classe ' renfermant les surfaces dont les génératrices 
sont les normales principales d’ une ^ courbe unique ; la se- 
conde, les surfaces dont les génératrices sont^es normales 
principales de deux courbés distinctes ; et la troisième enfin,, 
les surfaces dont les génératrices sont les normales principa- 
les d'une infinité' de courbes^ cette dernière classe no conte- 
nant que les héliçoïdes à plan directeur. [Journal de M allié- ■ 

' tnaï/^çteAj'^iS'So, page 33a.) , . ' ' • ' 


€IIAP1TKE Yll. 

- DES LKiJS'ES ÏIIACÉES SUR UINE SURFACE DE RÉVOEUXIOK. SECTIOJNS '' 

ri.AKES. LIGHES ET CERCLES GÉODÉSIQUES, LOXODROMIES 

ET LIGNES d’ombre.. 

70. L’équation en coordonnées polaires de la section méri- 
dienne d’une surface de révolution étant 

■ {!) /(p,sinu):;=:û, , 

I. - . ■ - ' » 
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l'cqualion de la section de cette surface par un plan incliné 
de r angle a sur l’équateur, sera 

(l) ./'{ja', sin a. sin m'} = O : 

V origine des rayons vecteurs p et-p! étant le point d’ intersec- 
tion du plan sécant et de l’axe; et Ips angles w, w' étant 
comptés, dans le plan méridien et dans le plan sécant, à par- • 
tir des perpendiculaires à l’axe situées dans ces plans. 

yjpplications. a). La surface considérée étant un tore; cO 
le plan de la section, mené tangentiellement à la surface par la 
projeclloii sur l’axe du centre de la section méridienne : on ; 
aura, au lieu des équations générales (I) et (i), 

(r) p’ — 2 « cosû). P + n’cos’ a = <> , 

.(i^) p’’ — — sia’a sin’e.)' .p' + rt’cos’a == O. ‘ 

Or cette dernière équation peut pn^idre, suecessivement, les 
formes suivatites : ‘ . 

f' =r « V I — sin’asin’w'± V«’sin‘a — n'sin’asin’w' 

=t(iy/i — sin’asin’w'Hzrtsinacüsw', 

(p'zpo sinacostd']’ — sin^asin’ta'j, 

p'’ip: 2 nsinacosf,>'. p'-t-n’sin’a — «’=roj . 
et enfin ' 

p^'ip2«siii,acos6>'. p' — cos’a = O : . ' • 

équation dp système de deux cercles, qui démontre le tlico- 
rème de i\l. Yvon Villarceau. 

l>). Soient encore r • 

(I") P = S^cos 2 M y/i — 2 sin’w , 

1 équation d’une lemnisçate de Bernoulli, piise pour section 
méridienne d’une surface de révolution J* et 

(• ,1 s' ~ ' — 2 sin’a sin’w'^ - • 

1 é([uation de la section de la surface par un plan passant par 

le « entre de la leniiiiscatc méridienne, et incliné de l’angle ci sni- 1 

- . - ' ' ' ... ■ - ■ ■ I 

\ • . , . . 
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réciualcur. Si l’on pose sina =±;-^5 auijiicl cas l’aiiglc a csl ilc 

V2-- 

45 degrés, el le plan de la section est langent à la surface, 
comme dans le lliéorème précédent; il vient simplement 

■' |i' = ±v^i — sin'w = ±cosu 

pour équation de la section considérée, cjui est encore le sys- 
tème de .deux cercles. On peut d'ailleurs parvenir géométri- 
quement à ce résultat en reman|uant f|ue la surface actuelle' 
est la réciproque, relative à l’origine, d’un hyperboloïde de ré- ^ 
volulion à une nappe, lequel est coupé par le plan sécant con- 
sidéré suivant deux génératrices rectilignes, parallèles entre 
idles, èt ayant pour réciproques deux circonférences passant par 
l’origine, el mutuellement tangentes en ce point. 

77. Lignes géodésiques. L’étpialion générale des lignes 
géodésiques d’une surface de révolution 

(34 ) ' rsin /= constante, 

déjà établie dans le cbapiire VI, }>e‘ul être obtenue plus simple- 
ment encore par la méthode de Maclaurin (■''). 

Lemme. Parmi tous les triangles rectangles construits sur un 
côte donne de t angle droit, celui pour lequel r.excès du temps 
employé a parcourir l' hypoténuse av^ec une vitesse donnée v, 
sur le temps employé à parcourir le second côté de l'angle 
droit ai^ec une vitesse v, supérieure à v, est un minimum; 
— est celui dans lequel le sinus de t inclinaison de f hypoté- 
nuse, sur le côté donné de l’angle droit, est égal au rapport ^ 

des vitesses données. -V a celte propriété de ininiiiuiin subsiste 
enepre, dans les mcbnes conditions, pour des triangles curvili- 
gnes infiniment, petits irac’és sur une sni face quelconque (Des 
méthodes, page n3). 

Supposant ce Lemme établi, et remarquant que, pour 


(“) Voir Trailc des fluxitms, II, cl sutv.; el des Méthodes 

MaHcl-l^achclier, , pape 1 12. ' . \ 
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toutes le» lignes réunùsur/t ic point A au point é, la somme 
(les angles consécutifs formés par lei méridiens qui- 

aboutissent aux points successifs M'... li de ces 

lignes, est constante; ou verra cjue la ligne géodésique cher- 
chée, pour laquelle J MM' est minimum, coïncide avec la 

ligne pour laquellcra diflérence^MM' — /.'J'd<o est mitiimum, 

^ désignant un coelliciefit constant. D’ailleurs, cette différence 
totale sera rendue minimum, si l’on rend minimum chacune 

' ' M'it' 

des différences élémentaires MM' — ). . dw = MM' — — - ' 


dont elle se compose : r désignant le i-ayon diï parallèle, du 
point M'; et M'/a' élant la projection sur ce parallèle de.' 
l’arc élémentaire MM' de la ligne considérée. Enfin, si l’on 
conçoit que la zone totale comprise entre 
les parallèles extrêmes ait été décomposée 
en un très-grand nombre de zones par- 
tielles par une série de parallèles intermé- 
diaires, la série de ces parallèles étant la 
même pour toutes les lignes (jui joignent le 
point A au point 11 :,on pourra regarder”” 
comme donné l’arc M p.' de méridien compris entre les paral- 
lèles des points M,M'; et l’on vCrra dès lors que la différence 



élémentaire MM' — I - = — 

r ï 


r 

A 


sera minimum, 


<raj)rcs le Lcmme, si rinclinaison i de l’arc MM^ sur le méri- 
dien est definie par réquation , * * 


ou 


r 

r sin / =2 / •= coMSlanle. 


C. Q. F. D. 


Reniât que I , L\*qualion pret édente s’applique encore d’unç 
manière plus générale aux lignes géodésiques d’urtc classe de 
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surface», étudiées par Monge, cl comprenant les surfaces ilc 
révolution : nous voulons parler des surfaces dont les. ligues de 
première courbure sont planes et situées dans des plans parai-, 
lèles. On sait que les ligues de seconde côurbure de ces surfaces 
sont également planes, perpendiculaires aux plans des pre- 
mières, et superposables entre elles : les lignes de première 
courbure, projetées sur le plan de l’une d’elles, aj ant en outre 
même développée. Cela posé, en chaque point dune ligne 
gèodésique d une pareille surjace, le rayon de courbure de la 
ligne de pYemière courbure, et le sinus de X inclinaison de la 
ligne gèodésique sur la ligne de seconde courbure, sont les 
facteurs d'un produit qui demeure constant dans toute F éten- 
due de la ligne gèodésique considérée . La démonstration 
précédente s'applique, à peu prè^ sans modification, à la pro- 
position actuelle. 

Remarque II. La même équation conduit encore à cette 
conséquence dont la démonstration est facile, et que nous 
nous contenterons d’énoncer : Les côtés d'un triangle géo- 
désique quelconque, tracé Sur une surjace de révolution , for- 
ment , avec les lignes méridiennes qui aboutissent aux trois 
sommets, six angles distincts; le produit des sinus de trois 
de ces angles, non adjacents, es( égahan produit des sinus , 
des trois autri-s. • ' 

Remarque III. F.nlin celte é(|uation conduit encore à ce 
résultat qu’une même ligne tracée sur une surface de révolu- 
tion ne peut être à la fois une loxjodromie et une ligne géo-.- 
désique de la surface : exception faite toutefois du cylindre 
parmi les surfaces de révolution, ainSi que de l’cNjuateur et des , 
sections inéridieniies dans chaque surface. Il en lésulie, sous 
les réserves mentionnées, celle géiiéralisation d’une propriété 
négative, bien connue de la loxodromie spliériqiu' ; quelle que 
f ut la nature de la sectioii méridienne du solide taiTestre, sup- 
posé toujours de révolution , la ligne parcourue par un vais- 
seau qui suit conilannnent un meme runih de vent, oblique 
au méridien, ne saitrait jamais ûtre la ligne la plus courte 
entre le point de' départ et le 'point d* arrivée. ■ 
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78. Exprc&tion 'de Paiigle de contingence géodésique 
d’une ligne quelconque. Que l’on mène, par deüx points infi- 
niment voisins A et A' d’une courbe quelconque tracée sur la 
.surface de révolution, deux lignes géodésiques tangentes à cette 
courbe en ces points, ^sc rencontrant en T, et formant en ce 
point un angle infiniment petit qui est, par définition, l’angle 
de contingence géodésique relatif à l’arc AA' de la courbe 
<-oiisidérée. Si l’on mène lé méridien du point T, et que l’on 
appelle /, I les inclinaisons de la première ligne géodésique sur 
les méridiens des .points A, T, cl t',!' les 'inclinaisons de la 
- seconde ligne géodésiijue sur les méridiens des -points .A' et T ; 

- on aura,, d'après le numéro précédent, 

Rsinl = rsini, R sin I' = r' sin ■ 

,d’où 

sin I rsiii ( • ^ ' 

sin r /sin/' 

r,/ Cl R désignant les rayons des parallèles passant par les points 
A, A' et T. On déduit de la dernière relation, en remarquant 
que 1 — I' = Eg, et que les angles 1,1', i' et / sont infiiiiincnt 
_ peu différents les uns dos autres, ainsi que les rayons ;■, / et R , 


sin I — sin I' r.sin / — Vsin /' 

sinl' /sin/' 


I-t-I' 

cos 

, 3 

b'n I' 


— t/{r sin / ) 

' / sin /' ’ , 


et enfin 
• (3d/>/j) 



/•cos? 


, Le problème suivant va nous offrir une application de celte 
formule. . ' ' , 


79. Problème. Parmi les lignes, de longueur donnée, 
qui sur une surface de réi'olution réunissent deux points don- 
nés, trouver c(dle qui enveloppe une aire maximum. 

•' Solution: Imaginons que la zone totale' comprise entre les 
parallèles des points extrêmes A et li ait été décomposée 
‘en un très-grand nornbre-dc zones partitdloÿ', par une série 
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de parallèles intermédiaires, la série de ces parallèles, étant 
la même pour toutes les ligues qui joignent ces deux points : et 
soit AM M'B la ligue cherchée 28). Cette ligne étant de 
longueur donnée,- renfermant une aire maximum, et réunis- 
sant deux points ajrpartenant à des méridiens dont l’angle est 
donné; l’intégrale • ■ ^ 


/< 


(f/S — > R .</« -t- ft.f/u) 


sera miniimiin pour la ligne cherchée : en désignant par Rr/(i> 
l’aire élémentaire MM'/n'/n comprise entre cette ligne, deux 
méridiens consécutifs et le parallèle initial An, dont on peut 
prendre le rayon pour unité; R étant une fonction du rayon 
du parallèle passant par le pointM, indépendante de l’angle w, 
et dont la forme dépend de la nature de la scetioh méridienne. 
Or, 011 rendra cette intégrale minimum, en rendant minimum 
chacun de ses éléments * 




MM'- 


-^( i R — T- (a) d *1 
À R — fi 


' M ' ü' ; 


MM' — 


' M' 


XR— U 

et comme l’arc M p' de méridien compris entre les parallèles 
des points M et M' peut être regardé couinic dontié, cette der- 
nière dilférence S(;ra minimum, d’après le Lcmme', si l’incli- 
naison l'dc l’arc MM' sur le méridien est définie par réquatioii 
• i À R - U 

«ifri / — - L . 


>R — ? 


ou 


(»■) ). R ~ fi. H- rsin/^ 

Différc'iuiïmi icuc ctfuaüon, ot;romar(|uam 

aircAïuM'y' . rr/ot.tyfT , 

• . . f/ fl y — — 3 T . — • 
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a désignant l’arc coiTcspondant 
successivement, 


eiiA 


I d{ 


dS=~ 




-? . 'V' 


De 1; 


^ i 


rema 


X./ rfo- = rf(rsin t), X.r 


d où, eu divisant par l’équa'lionj 

(j;") </S I 4 

ce qui démontre que /a 
' chée est constante ^ ct'ce résul 
pour une surface quelconque 

tlO. Des loxodromies 
surface de révolution 
ox *et p^, on 
point terminé au 
passant par le même 
ou trouvera i 


pour équation d 
coordonnées. L’ 
Irajccto.irc et un 
dans lè même 


fc. intiCP P *'■' ’ ' ’ 
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surface ik rg^aé», î' ! ombre sur le plan de l' ériuateur, 

le plau. Ea-pejiçiljr's;i- 

|i3rrkw.aKJ^^«^* ? Jji, cosm \ _ ^ 

if "‘ ' 

délermKft Sur mtf^'^^ÆAtaUon j[V]l) de lo scclioii méridienne 
.tioandi,, -^^1^ t j^|éci iie 


fiirrfnini^iiT^'lj^T^” 1 

p^eàeS^&Kà^^^i 

équalion et la sinv:uil<; 

dr 

ip rcosw = r . cot 0 — r .ui — .» • 

tlz ■ 


rdr .* • 

/•, = /«. -p: ^ ' 

ilz . . • 

iite en r' et s re[)rcsenlera la projeciion delà ' 
r le plan de la section méridienne principale ; 

Z et d étant comptées, la première parallèle^ 
la surface, cl la seconde perpendiculairement. 


yjicalion. Théorème. Toute surface de révolution 
-une ligne d’ombre plane est nécessairement une 
^ second 'degré. . {Tic la Gourneriè, Journal de ' 

ilytechnique.) ~ -, , ' 

stration. Le plan de la ligne d’ombre considérée de- - 
', à cause de la symétrie, perpendiculaire au plan de 
.11 principale, la projection de cette ligne sur ce plau 
TC ligne droite dont l’équation pourra s’écrire, eu dispo- 
onvenablemeiit de l’origitie, ' ' ' ■ - • 



«e* 





i l’on porte cette valeur dans l’équation (y'), il vient, pour 
|uation dillércnlicllc de la section’méridiennc, ' 

V . ’ , • 

a . -zilz ~ m . rdr , • • ' ' 
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82. Des lignes d' ombre, reiatives à def rayons jncidcnt s 
parallèles. ' . “ 

a). Recourant au mode de repi ésenlaliou sphérique des li- ^ 
gnes tracées sur une surface de révolution déjà employé dans 
le chapitre VI, considérons l’indicatrice sphérique <ia' d’une 
ligne d’ombre AA', et soient z,p les exlvémilés des rayons de 
la sphère parallèles à l’axe de la surface et à la direction des 
rayons lumineux incidents ; menons les , 
arcs de grand cercle zp , pa, pa! qui re- 
présentent, le premier, le plan de la sec- 
tion mériflienne principale, parallèle aux 
rayons incidents ; le second et le troisième, 
les plans tangents eu A et A'; abaissons 
enfin perpendiculairement sur pa l’arc zet, 

^ dont le plan est parallèle au plan de la 

section méridienne en A, et qui mesure le complément de l’in- 
clinaison 0 de la üingenie en A de cette section sur le rayon 
du parallèle correspondant. ' - 

l'.e triangle sphérique rectangle Z a P donne 


Fîr. 37. 


j 


li 


i/ 


cos w == cot zp . tang z x = cot zp . col 0 , 
ou ■ 

(6) . ' cos w = /H cot 6; 

m désignant une constante, et w représentant l’imlinaisoii du 
plan de la sectioii méridienne, qui passe pai' le point A de la 
ligne d’ombre considérée, sur le plan de l'a section principale. 
On déduit l'acilcmenl de cette formule, comme nous allons le 
voir,, les équations des projections de la ligne d’ombre sur le- 
plan de la section méridienne principale et sur un plan per- 
pendieulaire .à l’axe. Soit d’abord, à cet ellct, 

tVII) ' ^ /{r, col 0) = d 

l’équation de la section méridienne, entre les coordonnées par- 
ticulières /• et 9, dont la première désigne le rayon du parallèle ; 
si onélimine G entre les équations (fi) et (MI), on imrn, pour la ■ 
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projection d'une ligne d'ombre sur le plan de t équateur, 

( COSw\ 


(7) 


cosw\ ^ 


Eli second lieu, ré<[iiaiioii j(Vn) de la seeiioii méridienne 
principale pouvant s’éérire 


(VIlM 


dr\ '• 


si on élimine r enlre celle équation el la suivanle 


ou 

(7'): 


' r dr 

r =: rroSM —r.m, col 9 = r.m — • 

u: ■ 


rdr 

tiz 


l’équalion résullaiitc en r' el z représeulcra la projection delà 
ligne d’ombre sur le plan de la section méridieiine principale': 
les coordonnées z et r' étant comptées, la première parallèle^ 
meut à l’axe de la surface, et la seconde perpendiculairement, 
à cet axe. • ; ■ . ' 

83. Application. Théorème. Toute surface de résolution 
qui admet une ligne d’ombre plane est nécessairement une 
surface du secotid 'degré. {T)v. la Gournerié, Journal de ' 
TÊcole Polytechnique.) ' ' -- -, , ’ - 

Démonstration. Le plan de la ligne d’ombre considérée de- 
vant être, à cause de la symétrie, perpcmliculaire au plan de 
la section principale, la projection de cette ligne sur ce plan 
sera une ligne droite dont l’équation pourra s’écrire, eu diapo- 
. sant convenablement de l’origine, 


et si l’on porte cette valeur dans l’équation ( 7 '), il vient, pour 
l’équation différentielle de la section'méridietiue, 

k ■ ■ • 

a .-Z(tz ■= m . rdr, ' 
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d’où, pour la section méridienne elle-même,' 

. az' — m . C : 

. * ■ /* * » . • 

équation d’ünc courbe du second degré,. dont l’un de* axes' ^ 

coïncide avec l’axe de la surface. ■ • . 

t » , 

8i. ’0n peut, dans certains cas, ceconiiaiire d’uiie manière 
très-simple, et sans aucun calcul, la’ nature 'des projections sur f , ' 
le plan de réquateur, des diverses lignes d’ombre d’ une sur- 
face de révolution.* > ’ 

I ' . , 

Imaginons, en elfet,*deux surfaces de révolution, construites' 

,sur le même axe,, et ay^t pour section méridienne deux cour-- 
bcs cg'«/es dont on pourrait efïectuer la superposition à l’aide 
d’un mouvement 'de translation, dirigé pcrpcndiculaîrement 
à l’axe, que l’on attribuerait à l’une d’elleS. Si l’on appelle 
points correspondants de deux pareilles surfaces les points de 
ees surfaces situés sur un même rayon perpendiculaire à 
l’axe, il est évident que les plans tangents en des points cor- 
respondants de ces surfaces sont toujours parallèles : et il ré- 
sulte, en général, de ce parallélisme que les lignes d’onibre des 
deux surfaces, relnth’es à Une même direction des rayons in- 
cidents, sont deux f ignés correspondantes. Si l’on suppose, 
en particulier, que la, première des deux surfaces considérées 
soit un parabolo'ide de révolution, ou une sphère, ou obtiendra 
• les résultats suivants : - ‘ ' . * 

1 . Dans la surface dcXeuoliition engendrée parla rotation 
d'une parabole autour de l’un quelconque de ses diamètres, 
les lignes d’ombre relatives à des rayons incidents parallèles 
seprojettent, sur un plan perpendiculaire à Taxe, suivant des 
conchoïdçs. 

2 . Ixs lignes d'ombre du tore, projetées sur le plan de . 
r équateur,, donnent naissance à des conohoïdes h base ellip- 
tique, que Von peut conslruireen prolongeant, d'une longueur 

\ constante, les dcmi-diamètres d’une ellipse ayant pour centre 
le pied de l'axe sur l’équateur. 
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1 aQ 


CHAPITRE vm. 


DES LIGNES TRACÉES SUR 1I,\F, SURFACE nÉVEl.OPPABLE. 


8o. Lemme. Le rayon de courbure géodésique^V^i^g — 


R, 


Fîr. 38. 


d'une ligne tracee sur une surface est égal au rayon de cour- 
bure ordinaire, R', de là courbe plane suivant laquelle elle se 
transforme par le développement, sur un plan, de la surface 
développable circonscrite à la proposée suivant cette ligne. 

Démonstration. Construisons l’indicatrice sphérique aa, de 
la ligne considérée AAj , et menons par le centre de la sphère 
des rayons og, og, parallèles aux généra- 
trices AG, AiGi de la surface dévelop- 
pable. Les a^s de grand cerclera, , 
se coupant en i, seront p'arallèles aux 
plans tangents en A, A, de cette surface; ils 
seront, tangents en outre à la ligne gg, : 
car cette dernière n’est autre que l’indica- 
trice de l’arète de rebroussement de la sui'- 
face développable; et l’on sait que les plans 
tangents de l'une coïncident avec les plans 
, osculatcurs de l’autre. Dès lors,' en posant 




aa, = E , gg\ = AGj A, G, ag ï, a, g, = i-l- di , . et 

décrivant du point t, comme pôle; l’arc'de petit cercle a «, 
on trouve- , 


^ au, — aa, . cos fl , 
di -t dO = K cos «■; 


d’où 

Ainsi, 


■^dS 


Rr 


dS 


F, cos a cos fl di ÿ d9 

R, dS 

cos « - di y dO' 
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premiLke p\rïi 1!.. — ciurmiE HUtxH me. 


a cléSigiianl l’angle sous lequel l’arc ga coupe la ligue au, , on 
l’inclinaison il U plan langent en A sur le plaix osculateur, tic 
la ligne AA,. Or, si l’on développe sur un plan la surface- 
AGO, A,; cl dô ne changent pas de valeurs v t/ 0 

représente l’angle de contingence E' de la ligne AA, .transfor- 
mée, et la formule précédente devient • 

R, " 


= =R'. 


E' 


c^ Q. F. n. 


80. Formules rehilii'c.i aux courbes tracées sur un -cy- 
lindre. 

AA, étant une courbe quelconque tracée sur un cylindre, 
désignons par t et les angles que la tangente et le plan oscil- 
lateur de cette courbe en A forment respectivement avec la 
génératrice et le plan tangent du cylindre au même point; 


par i-hdi, a-i-da les graveurs analogues pour le point A, ; 
et soient p et ifw le rayon m courbure de la section droite du 


cylindre en 'A , et l’angle des plans tangents en A, A, ; dS 
désignant l’ave élémentaire de la courbe AA, , dn aura d abord 


(") 


f/S . sin i 


Si l’on Construit ensuite l’indicatrice Sphériqile de' la 


Hjj. 



courbe AA, , cl si ayant mené le rayon og 
de la sphère parallèle au« génératrices du 


on décrit j’arc de petit cercle ««,. terminé 


sini .i/w 


• <ii • 
cos d — — 

K 


et si l’on remplace dut paî; sa valeur (/j), il vient 


(36) 


Ri.siil'/ 
sin fl =r , 


i- / - 

, cos « = — — 5 ou . Ej, ■= — . 
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Ou a d’ailleurs, 

{'38)';, ■ ■- 


si«F»,CES nÉvpLorpAni.çs. 


F, sin a 


i3i 


II 


■ fia 


-€» remarquant que_rinlerseciioii des plans tangents menés par 
les points A, A, a pour limiter la génératrice du j>oini A, et 
appliquant la formule (i 4 ) sur les enveloppes sphériijues', ob- 
tenue à la page 49 j si l'on multiplie niembre à membre les 
relations (36), (38), on trouve, en simplifiant, 


I 

cos/ 


Ri.E.sin/ f/S siui 


P (H +////) • Hj 


-(39; 




sin / . cos i 


pour le rayon de seconde courbure géodésique Ac la courbe 
eonsidéréc. " ■ . . , - ■ . • • 


Enfin, si l’on a})aisse l’arc gp = p zz= — u perpendiculaire ' 

, sur le granclccrcle tangent en a à-.ladignç aa^ ,1a tangente tri'-- 
gonométrique du rayon de -courbure spliéri/jue de l’indica- 

' EL ' . , • 

trice rto, , ou le rapport des deuv c/mrbures de la courbe 

Ri ' . . 

. .... 1 ( sin o. 'd û . ■ , 

primitive AA, , a poùr valeur ( — ï- » ou, suivant la nota'- 


d. sin P 


lion actuelle ) — 

/ d. 


sin/.df d.cosf. 


. sin P . . d. cos CI 
'la page 4 a; de sorte que l’on à 


d'après la formule ( 9 ") de 


(P)- 


h 

R, 


d . ’cos / 
d,. costj 


Cette élégante formule, déjà obtenue par M. J.-A. Serret, 
fait voir que le rapport de la première à la seconde courbure 
d’une ligne quelconque est mesuré "par le^rnpfwrt des diffé- 
rentielles des cosinus des angles que forment j avec unetnême ^ 
direction fixe, la tangenlé de la courbé considérée ét la droite 
polaire correspondante . [Journal , de Mathématiques, i85i, 

t. XVI, p. 195 .) - ' . • ■ ■ , . . 
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78. Exprestion 'de Fangle de contingence géodesique 
d'une ligne quelconque. Que l’on mène, pardcüx points infi- 
niment voisins A ét A' d’uiie courbe quelconque tracée sur la 
v.surfacçde révolution, deux lignes géodésiques tangentes à cette 
courbe en ces points, ^sc rencontrant en T, et formant en ce 
point un angle infiniment petit qui est, par définition, l’angle 
de contingence géodesique F.^ relatif à l’arc AA' de la courbe 
'• considérée. Si l’on mène le méridien du point T, et que l’on 
appelle i, I les inclinaisons de la première ligne géodésique sur 
les méridiens des .points A, T, et i' ,V les’iiicliuaîspns de la 
- seconde ligne géodésique sur les ntéridiens des .points .A' et. T; 
- on aura,. d’après le numéro précédent, - ' 


, d’où 


Usinl = rsinz, R sin I' = r' sin i , 

sin I rsliij 

. sini' r'sini' . ‘ 


r, d et R désignant les rayons des parallèles passant par les points 
A, A' et T. On déduit de la dernière relation, en remarquant 
qtte 1 — I' = F.j., et que le.s angles 1 ,l',i' et / .sont infiniment 
peu différents les uns des autres, ainsi que les rayons r,;''et R, 


sinI — sin 1 ' r.sjn i — V sin i' 

sinI' r'sini' 

et enfin 


E.. 


I-M' ' 

■ Il - N 

, 2 — tl [r Sin I) 

sini' r'sini' ’ 


Kg. 


r/(rsin/)‘ 

rcosi 


. Le problème suivant va nous offrir une application de cette 
formule. . ' ' ‘ • . • 


79. Prodlème. Parmi les lignes, de longueur donnée, 
qui sur une surface de révolution réunissent deux points don- 
nés, trouver celle qui enveloppe une aire maximum. 

^ Solution-,. Imaginons que la zone totale comprise entre les 
parallèles des points extrêmes A et R ait été décomposée 
’<m un très-grand nombre- de zones jiartiellcÿî par une série 
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(le parallèles iiilcrtuédiaires, la série de ces parallèles, élanl 
la même pour loules les ligues qui joigiieiil ces deux points : et 
soit AMM'B la lijpie cherchée {Jig- 28). Cette ligne étant de 
longueur donnée,- renfermant une aire maximum, et réunis- 
sant deux points ajïparienant à des méridiens dont l’angle est 
donné; l’intégrale 


/' 


( f/S 


sera minimum pour la ligne cherchée : en désignant par Rr/u 
l’aire élémentaire MM'm'm comprise entre cette ligne, deux 
méridiens consécutifs et le parallèle initial A«, dont on peut 
prendre le rayon pour unité: R étant une fonction du rayon 
du parallèle passant par le point M, indépendante de l’angle w, 
et dont la forme dépeml de la tiaturc de la section méridienne. 
Or, on rendra cette intégrale minimum, en rendant minimum 
ehaeun de ses éléments • • 


^/S-— (>R— u.)d„ 


ou 


ou 


MM' 


À R — y. 


M'jX'; 


MM' 


>R — P 

et comme l’arc Mp' de méridien compris entre les parallèles > 
des points IM et M' peut être regardé comme donhé, cette der- 
nière dilférencc sera minimum, d’après le Lcinme', si l’incli- 
naison I de l’arc MM' sur le méridien est définie par rétjuation 
• . , I ■ _ A R — ff 


XR 


ou 


{’■) X R = fl -t-rsiné 

Oifféreiuiant celle équation, cl;remar(|uant (pie, 

aircMuM'u.' , rdm.<Ja , 

. i/R.-:::; -1— -C- œ 

dtii ' ,~d<t> 
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^/CTclésigtianl l’arc corrcspomlaiU Mp'du méridien, il vieiil, 

successivement, ' - • ' 

• • * * . 

. _ . X./rfff = d(rsini), A.rcosi..VS = (/(rsin/). 




dS = 


I d(rsin() 


d’où, en'divisanl par l’équation (33' ùw) delà page laa. 



lis I' 

- = constante : 
E, X > 


ce qui démontre que /a courbure géofiésiqite de la ligne cher- 
chée est constante ; et'ce résultat, comme on sait, demeure vrai 
pour -uno surface quelconque.. 

80. Des loxodromies. Si rapportant chaijue point d’une 
surface de révolution à un' parallèle et' à un méridien fixes 
ox et o J'y on désigne par j l’arc du méridien passant par^ce 
point terminé au premier parallèle, et par x l’arc du parallèle 
passant 'par le même point et terminé au premier méridien, 
ou trouvera imiiiédiatemcnt 

t/x — lang / . r/> , 

Gl " , , ■ . ^ 

(3). ■ x=rj.tangj ' ■; 

pour équation d’une loxodromie passant par l’origiiie des 
coordonnées. L’aife interceptée entre le premier 'méridien, la 
tr,ijectoire et un parallèle quelconque, a pour différeiuielle, 
dans le même système, 

. -rf/i—tangf.jd) . 

ei l’on en déduit, pour 'l'aire elle-même, ■ 

■(4) . ■ . • ^ «t= ^,rMangl. ' . 

De la forme.de réquation'‘(3) il résulte, ainsi qiie l’a lait 
remarquer M. l’àbbé Aousl [Journal, de Mathématiques, 
tome XI, i84d, page i84‘5>‘ •V'è 1;> loxodroi.uic j'oue, sur une 
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surface de révolution, le iiièn’ic rôle que la ligne droite dans 
le plan. Eu particularisant celte observation générale, on 
parvient aux résultats suivants: \ ... 

1 . Les loxodromies issues d’un même point de la surface 

dclerininent sur un parallèle quelconque des aixs propor- 
tionnels. ■ ’ . 

2 . Les sommets d'un triangle variable, formé par des , 

loxodromies, glissant sur trois parallèles donnés, et les deux 
premiers côtés tournant autour de deux points donnés, le troi- 
sième côté, ou côté libre, passe continuellement par un troi- 
sième point. fixe_. , . ’ 

\ .. Rayon de courbure géodésiquG d’une loxodromie. \ 
, Nous avons trouvé dans le chapitre précédent \_ voir page 
formule (3.1 )J, pour l’angle de contingence géodésique d’une 
ligne quelconque tracée sur une* surface de révolution, . ■ 

- . E,= Ecos« = f//zhcos 0. 

cette équation devient, en supposant <jue la ligne considérée 
soif une loxodromie, et négligeant les signes, ' ’ 


d’e 


On a d’ailleurs 


Ej= cos 9. i/m, 

R _ rfS ' 

E. cosO.f/ù 


•ds': 


rdt, 


r désigifant le rayon du parallèle jtàssant par le point consi- ' 
déré; et si l’on substitue celle valeur dans la formule précé- 
dente, il vient . ^ ' ' ’ . 


(35) 


= .T 


I 


siii i cos 9 


pour le rayon de première courbure géodésiqne d’une loxo- 
dromie : celte formule renferme celle <pii a été établie précé- 
demment pour la loxodromie sphérique. ■ 
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82. Des lignes d'ombre, relatives à des rajo/is jncidcnts 
parallèles. ■. • ' 

a). Recourant au mode de représen talion sphérique des 11- ^ 
gnes tracées sur une surface de révolution déjà employé dans 
le chapitre VI, considérons l’indicatrice' sphérique aa' d’une 
ligue d’ombre AA', et soient z ,p les extrémités des rayons de 
la sphère parallèles à l’axe de la surface et à la direction des 
rayons lumineux incidents ; menons les , 
.arcs de grand cercle zp, pa, pa! qui re- 
présentént, le premier, le plan de la sec- 
tion méridienne principale, parallèle aux 
rayons incidents ; le second et le troisième, 
les plans tangents eu A et A'; abaissons 
enfin perpendiculairement sur /au l’arc 2 a, 
dont le plan est parallèle au plan de la 
section méridienne en A, et qui mesure le complément de l’in- 
clinaison 0 de la tangente en A, de cette section sur le rayon 
du parallèle correspondant. . ' , - 

Ive triangle sphérique rectangle 2 a /I donne 



cos (0 = col zp . tang z a = cot z/> . col 0 , 
ou • 

(6) . ‘ cosM = «(cot6; 

m désignant une constante, et m représentant l’inclinaison du 
plan de la section méridienne, <jui passe pai- le point A de la 
ligne d’ombre considérée, sur le plan de l'a seclion principale. 
On déduit l'acileuicnt de celte formule, comme nous allons le 
voir,, les équations des projections de la ligne d’ombre sur le- 
plan de la section méridienne principale et sur un plan per- 
pendiculaire .à l’axe. Soit d’abord, à cet elîet, 

fyil) /(r,cot 6 ) = o' ■ 

l’équation de la section méridienne,, entre les coordonnées par- 
ticulières / et 0, dont la première désigne le rayon du parallèle : 
si on élimine Sentie les équations (0) et (VII), on aura, pour A/ ' 
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projection d'une ligne d'ombre sur le plan de {équateur. 


I cosm\ 


Kti second lieu, ré((iiairoii {Ml} de l<i seclion méridienne 
jirincipalc pouvant s’éérire 




si on élimine r entre eclle équation cl la snivanK 


r' c= r cos w = r . cot 0 r.m ■ — .> • 

ilz ■ 


l’écpialion résultante en »•' et z représentera la projection delà 
ligne d’ombre surle'plan de la section méridienne principale-: 
les coordonnées ü et r' étant comptées, la première pàrallèle*- 
menl à l’axe de la surface, et Ta seconde peîqtendiculairemcnt. 
a cet axe. ■ . • , 

83. Application. Théorème. Toute surface de révolution 
qui admet une ligne d’ombre plane est nécessairement une 
surface du second degré. .\\)e la Gournerié, Journal de ' 
l’École Polytechnique.) . ■ ». ‘ . 

Démonstration. Le plan de la ligne d’ombre considérée de- 
vant être, à cause de la symétrie, perpendiculaire au plan de 
la seclion principale, la projection de cette ligne sur ce plan 
sera une ligne droite dont l’équation pourra s’écrire, eu dispo- 
. sant convenablement de l’origine, ■ ' - 


et si l’on' porte celle valeur dans ré(|uation ( 7 '), il vient, pour 
l’équation diiïércnliclle do la soclion’méridieunc, ' 

^ • i ' ■ *. ■ , \ • • 

a . -Zfh — in . rtlr , ■ ' ’ 
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d’où, pour la .section méridienne elle-même,’ 

. az' = rn . C : 

i.' ’ f ' ». 

équation d’une courbe du second degré,. dont l’un des axes" 
coïncide avec l’axe de la snrlacd. • • . 

r * > 

84. " On’pcut,_dans certains cas, reconnaître d’uiie manière 
très-simple, et sans aucun calcnl,' la nature 'des projections sur t 
le plan de réquateiïr, des diverses ligues d’ombre d’ùne sur- 
face de révolution.' • 

Imaginons, en elfet,'deux surfacesde révolution, construites' 
sur le même axe,, et ay;^t pour section méridienne deux cour- 
bes égales dont on pourrait effectuer la superposition à l’aidée 
d’un mouvemenfde translation, dirigé pcrpcndiculaîremcnt 
à l’axe, que l’on attribuerait à l’une d’elleS. ST l’on appelle 
points correspondants de deux pareilles surfaces les points de 
çes surfaces situés sur un même rayon perpendiculaire à 
l’axe, il est évident que les. plans tangents en des points cor- 
respondants de CCS surfaces sont toujours parallèles,: et il ré- 
sulte, en général, de ce parallélisme que les lignes d’ombre des 
deux surfaces, relalwes à une même direction des rayons in- 
cidents, sont deux f ignés correspondantes. Si l’on suppose, 
en particulier, que la, première des deux surfaces considérées 
soif un paraboloïde de révolution, ou une .sphère, on obtiendra 
les résultats suivants : - ' ' , ’ ’ 

I. Dans la surface de'- révolution engendrée parla rotation 
d'une parabole autour de l'un quelconque de ses diamètres^ 
les lignes d’ombre relatives à des rayons inciden ts parallèles 
se projettent, sur un plan perpendiculaire à l’axe, suivant des 
conchoïdes. 

a. Les lignes d'ombre du tore, projetées sur le plan de 
V équateur y donnent naissante à des conchoïdes à base ellip- 
tique, que l’on peut construire en prolongeant, d’une longueur 
constante, les deml-dfamèlres d’une ellipse ayant pour centre 
le pied de l'axe sur Véquateur. 
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CHAPITRE Vlll. 

DES LIGNES TRACÉES SLR UNE St.RFACE DÉVELOPPABLE. 


R, 


Fig. 38. 


8S. Lemme. Le rajon de courbure gèodésique^lXi^^ 

d'une ligne tracée sur une surface est égal au rayon de cour- 
bure ordinaire, R', de là courbe plane suivant laquelle elle se 
transforme par le développement, sur un plan, de la surface 
développable circonscrite à la proposée suivant cette ligne. 

Démonstration. Construisons l’indicatrice sphérique aa, de 
la ligne considérée AA, , et menons par le centre de la sphère 
des rayons og, og, parallèles aux généra- 
trices AG, A, G, de la surface dévelop- 
pable. Les aft de grand cercle^:», , 
se coupant, en i, seront parallèles aux 
plans tangents en A, A, de cette suiLace; ils 
seront, tangents en outre à la ligne gg, : 
car cette dernière n’est autre que l’indica- 
. triée de l’arète de rebroussement de la sur- 
face développable ; et l’on sait que les plans 
■ .tangents de Tune coïncident avec les plans 
osculatcurs de l'autre. Dès lors, en posant 


■ 7 - 



aa, = E, ggi — A(i^A,G, = dQ, ag = i, aig, = {-i-di,.et 
décrivant du point i, camme pôle; l’arc' de petit cercle aa, 
on trouve- , . 

• ' , aa|'r= «a, . cosa , 


d’où 


Ainsi, 


-t- 0 = E cos a.; 

-• 


E cos a 


Rr , 
COS a 




riï -t- ^ 6 


R, 


< 1 % 


COS a - f/( + t/0 ’ 
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a iléSigiiaiit l’angle sous lequel l’arc ga coupe la ligue , ou 
l’inclinaison (lu plan langent en A sur le plan osculateur de- 
là ligne AA, . Or, si l’on développe sur un plan la surface- 
ACiCj, A, j (iS, Æ e» d0 ne changent pas de valeurs ; irli.-+- d 6 
reprtiscnle l’angle de contingence E' de la ligne AA, .transfor- 
mée, et la formule précédente devient 

R, dS' 


;= R' 


e^ Q. K. n. 


80 . L'orniules rehiùvcs aux courbes tracées sur un- cy- 
lindre. 

AA, étant une courbe quelconque tracée surfin cylindre, . 
désignons par i cl <i les angles que la tangente et le plan oscil- 
lateur de cette courbe en A forment respectivement avec la 
génératrice et le plan tangent du cylindre au même point j , 
par é-t-c/i, a->rda. les grandeurs analogues pour Je point A, ; 
et soient et d<a le rayon cle courbure de la séclion droite ijii 
rylindre en 'A , et l’angle des plans tangents en A, A, ; /VS 
désignant l’are élémentaire de la courbe AA, , dn aura d’aborjl . 


(") 


f/S sin /■ 


l in. 3i).' 


Si l’on Construit ensuite l’indicatrice sphérique un, de' la 
courbe AA, , et si ayant mené le rayon og 
de la sphère parallèle au*, génératrices du 
^ cylindre, /le son extrémité g, comme polo, 
on décrit J’arc (le petit cercle «a,.leraiiné- 
aux arcs de grand ceitle ga , güx ; le trian- 
gle rectangle fl an, foufnira^les relation?- 

sini.(/w • di 

E 



eos (/ = — 


et si l’on remplace d<a p*i; sa valeur (fl), il vient 

(ao) sin« • , • • 

l'^7 ) ' ’ c«s n — — — 


) iU 

Ë’ 


K., -.di — di. 
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Oii 4 d’ailleurs, 

(■38):, . ■- 


tang< : 


K sin n 


II 


■ da ■ 


-en remarquant que rinterseclioii des plans tangents menés par 
les points A, A, a pour limite' la génératrice du point A, et 
appliquant la formule (i4) sur les enveloppes sphériques', ob- 
tenue à la page 4g ; et si l’on multiplie nlembi-e à membre les . 
relations (36), (38), on trouve, en simpliHanl, 

^ I Ri-E.sin/ fis siuj’ 

. , ’ cos I f{^+fUi) \\g P ’ 


• H 39) 




sin i , cos < 


pour le rayon de seconde courbure géodèsique de la courbe 
■ considérée. ' ■ ■ . • . ■ , , ■ ■ ■ 

.Enfin, si l’on a))aisse l’arc gp = p — — u perpendiculaiir 

. sur le grandcercle tangent en a à-.la'ligne a«, ,1a tangente tri'- 
gonoulétrique’ du rayon de coiirbui:e 8phéri([uc de l’indica- 

B. ' * ■ * * 

tricean,, ou le rapport ^ des deux 'courbures de la courbe 

. . . - . . , . /sin p. rfp- • . ■ • , 

prunitive AA,, a pour, valeur 1 ■ ’ ou, suivant la nota*- 

tîon actuelle') — sin i.f/» ^. <^ *~ps ê ^ d'après la formule (g") de 
' la page 4^; de sorte que l’on à ' ' . . : ‘ % 




h 

R, 


d . cos i 

rf.,COSCT 


Cette élégante formule, déjà obtenire pai' M. J.-A. Scà'ret, ' 
fait voir que le rapport de la première à la seconde courbure 
d’une ligne quelconque est mesuré ftar le,rnp/Jort des diffé- 
rentielles des cosinus des angles que forment,' aoec une même _ 
direction fixe, la tangente de la courbé considérée et la droite 
polaire correspondante . [Journal , de Mathématiques, i8ü i, 
t. XVI, p. ig5.) . " . , y . . - 

'■ ■ ' ■ ■ “ ’ ' m. - 
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. Si l'oti jn)!.c ( <o) P mnslantc, ou si l’ou suppose le ey-r- • 
Uiiilre^de révoliiltmi, el (ju’ay;inl ilillei-eulié l’équnliou (36), . 
ou reiuplacc dans réi|uaiiou ^esuUaule fii cl du par les valeurs 
. Esinrt — Htanei’ . , “ , 

— Krosn el ^ : — liiecsdesrelalioiis l^r) et (.iSV. ou '■ 

laiiÿ f , , . . ^ V /> 

irouvT, âprès quelques traiisfoi-tnaiîons,, celle dernière formule 

,, , \ 1 ' ■ -f d ■ . 

(4o) = OsmMos/ • 

ilb sin < (R, ■ _ . ' . 

> ■ . . • ' - •* 

Observation. Il convient de remarquer que les arcs ^«'de la* 
figure sphérique aelnellè doivent aller on dé<'ioissan-t, quand 
on passe de <i en n^ sur la ligne sphérique an, ; ou, en d’aiUrrs 
termes, que la difi’éréniielle di doit être négative. Cette condi-..' 
lion, en elfe t, était lemplie parla figure ao delà-page 49, sur 

laquelle nous avons obtenu la formule (38), langé = — — ; 

, - . . H -h da • 

et Ton reconnaii aisément que cette dernière devrait être écrite , 
langé =: ^ supposait positive la dilférenlielle d/\ 

Remarque. L’are de grand cercle tangent en ùn point quel- 
conque a do riiiJicalrice représentant le plan oscillateur de îà ' 

ligne cylindrique considérée, _ei l’arc ga qui joint le point g au 
luihue point a représeulanl le plan langent au cylindre; on 
voit (jue si l’indicatrice sphérique passe parle point g-, le 
plan oscillateur au jvoiut correspondant de là ligne primitive et 
le plan tangent du cylindre qui la contient, au même point, fe- >' 
font im seul el meme plaq. Doue, si la. tangente en un point 
d'une courbe de l'espace est perpendiculaire au plan de pro- 
jeclion (et dans ce cas la courbe est tangente en ce poliit à la ~ 
génératrice du cylindre projeiaul), la tangente au point corres- 
pondantdesa projection sera la.lraéesurleplan de projection 
ilii plan osculateiiK de la courbe primitive au point considéré : 
proposition due’à M. Chasles ;pamenant, comme on le voit, la 
éonslriielion de la tangente de la projection d’une courbe, au 
point où l'élément de la courbe est perpendicitlaii-e au plan dç 
projection, à la déterininaUon du plan osculaleur de la ligne 


r , Google 


■- SV IU ACKS UÉVKLOJ'r.Vni ES. J 33 

«juti loa pi'ojrue; et (hiiiu-iiil, jiaj wUo n‘<JiKiU>ii meme; i’ex- 
’ [tlicalion ' <lo I iiu-flicac ilé dos inérhodirs ordiiiairôs, dans lo 
l as pai liculier on (jucstioii. (Voyo7. Journal de Malhénuili- 
ijucs, 1837 , loine II, page 293 .) ■ - ,, • • ' 

Â P plie a! Lotis. 

■'^7. Posons.i — conslanti; : la couibo AA, dovioiil une.. 
Indice, la torinule ( 37 I nionlre <pie a = ^ , les forinnlos {Mi) 
*oi (38) don’nent ^ 

04 l’on voit que, si le eviindre Osi de lévoluiion, R, oi R,. sont 
s^part)inent conslanls..' . ' 

,88. Posons P = constante et a — constante, e’osl*à-dii e 

proposiMis-iiou.s de déliiiir, , sur un 4-ylindie de j'êvolntitni,' 

l;i, coiu'be dont le plan .oscidateur eoupo la siii faoe sons -un 
' ' ' • 
angle eonslanl. _ ' - • ' 

' l.’équalion (3.6) résolue [Vaj' rappln l à' R,, el divi.séo jià'r . 

<‘os rt, 'donne ' _ ' . . ' ■ 

. ■ H,' P lange/ ■ 4 ' ' " 

• ’• rose/ sin’é ■; , ■ 


K'.; 


p. tang a ^ ‘jC 


Ç désignanl une eonslanle, ut R' ropiésetitanl (•Leinuie, 
page 12;;) le rayon de eourbure de la ligne suivant laquelle ' 
se transforme la coiybe ebeiThée par le développement du cy- 
lindre. On déduit aisément deiielte formule que la ligne irans- 
foriiiée est une çbaînetie, dont l’axe est parallèle aux généra- 
-'iriceâ du cylindre; et comme celto dernière ligne est aussi la 
iransforméc de la chainc(ie cyUndrique ( Vieille, Cornplèménts ' 
d' Analyse et de Mécanique, page'aoa), ou voit que /a courbe 
cherchée est lu chaînette cj lindi'ique. ’On a d’ailleurs ces . 
expressions des rayons de courbure de .lu ligne, en ebacnn de 


J 

.‘V . 
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ses poilils,' ' ", • '■ 

&sin ) .0 ’ ■ ■ • 

Ui * — : rf ) - . 

' sin ^ sin/.cos/ ■ 

et ces formules s’appliquent encore, non pkis à la èhaînellc, 
mais à la courbe a = consl:in(eT -dans le cast)ù le cylindre est 
quelconque. . • 

89. Posons P = consfanle iel Vi^ cwstantè ; la , for- 
mule (4o)i dans laquelle nous ferons abstraction dc,la solution' 

cosrt = o ,'ou a = ->‘qui reproduirait l’hélice déjà eonsidérét' 

J. 2 ' • 

' au n" 87,* deviciit.aloi» • ' 

ds 


R,= 


i P ■■ 

3i sint.cos/ 


On a d’ailleurs, suivant la formule (Sg), 
' ■ ' dS P 




lia 


sin i . cOsi 


et il résullesle la cottiparaison de ces formules que : sarun çy^ 
lindra de révolution, l'angle dé torsion^ de la ligne dont la 
‘première courbure est constante, est, proportionnel à lü va~ 
riation correspondante de P inclinaison du plan osculateun 

de cette ligne sur le plan tangent 'h la surface,. i • . 

■ ' * * ■'. * » # *• 
90. Formules relatives aux courbes, tracées sur un cône. 
Soient aa, l’indicatrice sphérique de la courbe AA,, et gg, 
la ligne formée par les extrémités des, rayons de la .sphère pa- 
rallèles aux génératrices O A , o’A, du cône; menons lès'arc» 
de grand cercle- §" 0 , g^a^, qui se coupent cn i, et décrivons du 
point i, comme pôle, l’arc aa. Conservant les notations du 
numéro précédent, et désignant, en outre, par r la longueur o A, 
par riÔ l’angle des génératrices consécutives oA , oA, (mesuré 
' sur'la sphère par 1 arc gg,) cLpar A le demi-angle au sommet 
du cône de révolution, osculateur du cône proposé suivant là 
. génératrice qA (l’angle A étant mesuré sur la sphère par le 
rayon de courbure sphérique de la ligne t'U ÿ) ; nous aurou.s 
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f/s . sin I 


' J, • . </S.sin< 

I = f/ 0 . cot A == ™ — cot A . 


' l'.e ti;iangle reciangle «a/i, nous lb\irnira ensuite les relations 


Fi'c; .jo. 




sin/.f/w 

siufj = ^ ' 
ili -H // 0 


■ (jui tlevieniienl , pai' l’emploi des formules (a) et (b),- '■ ' 


R,, sin'/ 
rtangA ' 

fis, sin/ -H r.fii 

COSfl = r; 5 

K . r 


/ 1- ' / '/'S. sin/ • 


On a d ailleurs ' 


. . , . E. sinà 

• ' ' tang/= — 1 

^ H f/a 


comme dans le n" 80; et, si l’on multiplie membre à membre - , 
les formules (àO') et (38'), ôn trouve, en silnpliftanl , 


(3g'J 


• — 


r tang A 


Les formules correspondantes du n”. 80. se déduisent- de 
velles-ci en posant taiig A = o, r = oo et rtaiig A = p. • ' 

: • Applications. ’ ' 

1)1. Posons K —^constante et i z=: constante : la courbe 
considérée est une hélice. tracée sur une cône de révolution ; . • 

les é(|uations ( 30 ') et ( 37 '), divisées mcmb'ru à membre, fouiv 
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nissent la relation ' - 


tanga = 


langA 


d’après laquelle l'angle a demeure constant; et C, C'désignaut 
des constantes, les formules (36') et (38') prennent cette forme 

- R,-C.r, 

Il résulte, de cotte dernière, que la courbe considérée 'est en , ' 
même temps une hélice cylindrique ] et il est aisé de Voir que > 
les génératrices du c^^lindre, à base spirale, qui la contient, sont, . 
parallèles à l’axe du cône; car l’indicatrice sphérique da, et la . 
courbe ggx sont deux cercles ayant môme pôle. * ■ . > 

' 92. Posons a=;^ ■; la courbe est une ligne géddésiqu'e, et 

l’on obtient des expressions très-simples de sin^’, R, et IV» en, 
fonction de relde tangA. _ 

93. ^Posons' A = constahté pt a = constante : l’équa- 
tion, (36') ^ résolue par rapport à R, et divisée par 'cos «, ' 
donne * , ' , . ■ , . : . . 

:• R'c=.G.-t4- •' . . V ' <■ 


X . ' « * », •. y. ' ' 

pour le ravon de courbure de la ligne suivant laquelle se trans-„^^ . 

forme la courbe cherchée par le "développement du cône. De 

là, en désignant par p, la perpendiculaire -abaissée de l’ori-' 

■■ gine des rayons vecteurs sur la tangente, et remarquant qué ‘ ' , 

. . P '' n/ '’d'"' • ' 

sini = — J (lue R'=-— , on lire, successivement, ' : . 

r ' - dp - - . ■ 

. . ‘ dt Cdp I _-_C , C'r , . •• 

d’où l’on pourra déduire l’équation en coordonnées polaires 
de la courbe transformée : équation , qui se présente sous des ,' • 
formés diflérentes, suivant que C est inférieur, égal ou supé- 
t-icur à l’unité.. “ ■ , . . 
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91'. Sçolid. On pourraîl se proposer de déterminer l’équa- 
tion générale des Jignês tracées sur un cylindre, bu sur iiri cône 
de révolution, analogue à l’équation , v; ■ • 

• • ■ ' Rj -f-,R5 = constante, ■ 

qui représente une' ligne sphérique. Mais cette recherche, qui 
présente d’ailleUrs des di^fficultés, pourra-t-efle du moins con- 
duire à un résultat simple? Il est aisé'de voir que non, et de 
définir les lignes et les rapports difTéreuUels <[ui entreraient 
daûs l’expression du rayon du cylindre, mi de l’angTé au som- 
met du cône de réyoluiron , contenant la ligue considérée. En 
«(Tet, quatre points sont nécessaires pour déterminer une 
sphère, t'inq pour un cylindre et six pour un cône de révolu- 
tion idè rayon de la sphère osculatrice, le rayon du cylindre' 
• et l’angle au sommet du cône, osculatenrs d’une ligne à dpphle 
Courburcen un de ses points, dépendent donc, irnplicitement, des 
lignes finies et dcsjrapports différentiels qui naissent de 'la con- 
sidération simultanée et de la succession de quatre, de cinq ou 
de six points infiniment voisins d’une ligne à double courbure. 

Pour le cas de la sphère, le nombre des points est quatre : les 
trois premiers donnent naissance au rayon de première cour- 
bure ; la succession des quatre points donne naissance aü rayon, 

de seconde courbure et au j’apport.dilférenticl le rayon 


dé la sphère osculatrice est donc une fonction de R,, Rs, 


r/R, 
t/S ' 


Pour le cas du bylindre, le nombre de points est cinq :\es 

quatre pfemiers donnent naissance aux grandeurs R,, R, , : 

• . , ... na 

et la succession des cinq'points introtluit, en outre, les rap- 

■' i t . *• . 

:,le rayon du cylindre osculateùi- est donc 


ports — , 


V/’R, 

r/S’ 


t/R, t/R, ■ tlf’R, 


une fonction des quantités R, , Rj , 


t/S- 


. t/S 


Enfin, ou verra de. même que-l'angle au sommet du côné 
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droit osciilàteiir ost uno foiu-iion des môme» quantités, et .des *■ 

f/-R, rf'R, '■ • " , 

nouveaux rapports , ? . — — • _ .. ^ 

ris (/S/ . ! . ' 

95. Formules relatives aux courbes tracées sur une sur- 
face développable . • - . ' . ' < 

Les formules établies dans le n° 90 s’appliquent, avec’uné 
'seule modiScatioii, aux courbes tkaceCs sur une surface déve- 
loppable quelconque. Il 'suffit , en effet, d'yVemplacea- tang'A, 
qui représentait le r^yon de courbure géodésiquo dè la'ligne 
‘sphérique Tonnée par les" extrémités des rayons parallèfes aux - 
génératrices ‘du cône, par le rayon de courbure, géodésique 
analogue relatif à la ligne sphérique formée par les extrémités- 
des rayons parallèles aux génératrices de la surface déyelop- 
‘ q>ablc considérée. Or, cette dernière li^ne est précisément l’in- ' , 
dicatrice sphérique de l’arôte de rebroussement de la surface, et ' • 

son rayon de courbure géodésique taiig A est égal à. — ; p, et p, 

désignant les rayons" de première et de séconde courbure dç 
cette arête. On a donc les formules' suivantes : • " 

(3o'} sin 


Ps 


(57") 


!^S-sin 


\tïi-r-r.di „ . . /r/S.sin; ,\ 


(36-37") tangfl =r — 1 . 


• f/S.sin’/ 


6, f/S . situ'.-t- r-d( . 


; E sin fl 

3o ) ianiî(= ; 

. H+'rffl 


(5<f) 




sin / . ros ! 


■ - •' "■ ^Applications. ' • • • 

- ^ -'-S ■ ^ ■ 

90. Posons constante et inconstante ; les for- 

niules- (36-.17") et'(.38") inoitlrenl que l’.angle Yi ctile ràppo'rt 
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n" pi'oporlioniK'ls à r. Donc, /f5 

trajecloires des génératrices rectilignes d’un liéh'çoide déve- 
loppable sont des hélices, et leurs plans osculateurs coupent ' 
la surface sous un angle constant. On v'oîl d’ailleurs qu’il est 
nécessaire, pour quel et a soient simullancmeiit coustants,- , 

que — II' soit aussi , ou que la surface soit un hcliçoïdc, . . • . , • 

' - . . . .. 

■ 07. Posons a—-/, la formule (38") devient ’ > ' 

■ . . • . ' ■. “V* • ; - ' — . 

. ' ' . E V R 

• tangi = ^ ou ' tangi.= ... '■ 

<■ .... , B . . . - R, - 

■' Il en résulte 'que en chaqué point d'une ligne ^geodésique 
tracée iur U7ie surface développable, le rapport de la prcnuùrc^ 
à la seconde courbure de celte ligne est égal a la tangente de 
son inclinaison' sur la génératrice correspondante, de la sur- • 
fnce. . , T , . . . ■ . 

■ ' ■ . ' ' ' ■ -jr' ' ' ' ■ ' , ' , 

98. • Posons . — i=-const.anle et ï=: - ; on a , eoinine précé- 

9i , . - ■ , 2 ' , ■ 

tlemment, ' 

^ . -f • . • • ' 

■ • - a = constante ou y/fl = o. . - ' 

,1 

Jja formule (38") donne d’ailleurs H -t- — o; doncH=o,- • 
et- la ligne considérée .est plane. Réciproquement, si l'on a 

i z=- -et H = o, on a encore da ='o,' a = constante. Donc, les 

2 ’ . 

lignes de courbure d’un héliçoïde développable sont planes j 

et toute surface développable dont les lignes de courbure sont' ' 

planes est un héliçoïde. ( ^oir le n” 96. ) . 

99. Si une surface développable a des cercles pour lignes 
de courbure, cette surface"est un cône de ivvoluiion. En'elfe’t, 

i', la et ^ étant conslarits par suite de l’hypollièse, l’équa- . , 

tion (37") sfe réduit à r ='constamè, ce qui suffit pour établir 
que la surface-est un côpe, et par suite un cùue de révolution.- ‘ 
Carlos rayons rayant une longueur 'consthiitc <’l étant nor- 
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maux', par une de leurs exlrémitcs, à la ligne de courbure AA,, 
ces rayons devraient être également normaux à la eoiiibc' 
Cormée par leurs antres extrémités. Mais ces rayons sont jléj.à 
‘tangents à cette eourbe, tpi est l’arête de rebi;oussemeni ; 
donc celle-ci se réduit à un point', et la surface est iin cône de 
révolution. < 


100. Obsei'i’ation , — I^s trajectoires des'gétiératrïces reclî- ' 
lignes ' d’un hèliçoïde développable sont dés hélices. Cette 
proposition, tjue nous avons vue résüllcr des formules précé-: *• 
'dentes, péùl être établie directement en quelques mots. If..’ 
suffit, en elTcl , de remarque^ t[ue l’indicalricc .splîériqué d’unè” : 
trajectoire jrcut se coiistrulre par, points, -en ,menaiir des arcs^ 
dt; grand 'cercle tangents au petit cxtrcle ggi de la sphère, qui 
sert d’indicatrice à l’arête de rebrous'semcut de ht surface, cl 
p- t'ig "/(i .prenant sur chacun d’püx tin arc 

> ' constant £ra = i. Or le lieti.dcs - 

• - . ' • P.‘. '• . . . ”. 

, ■ , ' ; • points ainsi obtenus est évidenimeiu 

\ ‘un petit cercle. flfl, ^de la sphère, 

,ç \ , parallèle au cercle ggi etdemêmu. 

' ■ . . . pôle; donc la trajectoire considérée 

^ _ est une hélice cylindrique, et le. cy- , 

lindre auquel elle appartient est parallèle au cylindre contenant 
l’àrètc de rebroussement de la surface. On voit, d’ailleurs que 
l’arc de grand cercle ga, tangent au premier cercle et 
; . limité au second /m,,. coupe ce dernier soûs un angle qui, reste 
constant ; donc le plan, osculalecir d'une, trajectoire (juclcouffue 
:cpupe_la surface soiis un angle constant. Uéciproquement, 
'.'.toute hélice traçée sur un hèliçoïde développable, etappartc- 
-, nant à un cylindre parallèle à celui qui' contietuf' arête do 
r'ebrdus sertie fù. de la surface, est une trajectoire des généra- 
trices rectilignes 'de V héliçoide .'(Zav p étant le pôle commun 
'des petits cercles gg, et «n, qui servent d’indicatrices à l’âi'èto 
(le rebroussement et a l’hélice cousidéréê,. les côtés pg et pa 
' «lu triangle spbéi'iquc J>ga, rectangle eu g, sônt couStaiils; 
il eu résulte que le .troisième côté ga est constant aussi, et que 
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" riMilice consitléi-ve _est une Irajectoire des génér-atriccs recti- 
lignes. 

Si V hélice, arête de rebroussement de la surface, ap par-, 
tient à un cylindre de révolution, les mômes conséquences 
subsisteront ehcqre; mais avec cette particularité que l'une 
des trajectoires , en nombre infini, qui correspondent à unc-vâ-* 

- leur. déterminée, et d’ailleurs quelconque, de l’angle i, est une 
hélice traçée s.ur un cylindre de révolution. Dans ce. cas,- en 
eifet, si on développe la surface sur un plan, l’aréte de çe-, 
broussement, dont la première courbureest constante, devient 
une circonférence ;Jes génératrices delà surface se transfdrment 
suivant les- tangentes de cette circonférence» et leurs trajec- 
toires suivant Ics'trajectoires des tangentes. Or, dans la. figure 
'ainsi, dé^elo^ipée , l.’une des trajectoires,' en nombre infini,* 
qui correspondent à une valeur donnée de l’angle /, est une 
circonférence (décrite du même centre que la première, avec 
un rayon convenablement choi.-n-), et son rayon de courbure 
est constants De 1.V, en revenant à la surface primitive,’ on 
conclut qu’il existe sur ccttC surface une trajectoire dont. le 

^ ' • V R., * * V r* ■ ^ . 

rayon de courturc géodésiquè ’ést const3nt-;'cl comme il 

'* , 11 - * ‘Ri i ‘ , 

cslcle|a établi que aet‘— sont constants pour une trajectoire 

quelconque. 11, cl Ilj sont l'un cl l’autre constants pour la 
’lrajiHîtoirc considérée qui est, .par conséquent, une hélice 
tracéasur un-cylindre de révolution'. ■ 

Finfin si, revenant au-cas général, on supposé l’angle i égal à 

-, les. arcs ga, g, rt, .sont des (quadrants , les' rayons de, la 

si>hère aboulissanf aux poinls,.a,ni sont parallèles aux tan-' 
geiitcs en g', gt du petit, cercle ggi, et la ligne <ia, est- un 
'■grand cercle de la.splièrc. Donc les lignés de éourhure de 
rhéllcoïde développable sont'des ‘courbes planés, et le plan 
tle chacune d'elles coupe la surface' ^ous un angle constant', 
lléciproquenicnt, une ligne de courbure dSiné surface déve- 
loppable étànt plaruf, çéfte surface est ûn hélicoide, Les tan- 
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gentes eng, g, de l’iiulicalrice de l’arèie^ de rebxousseiriwit, 
‘étant en eilél parallèles aux rayons de la sphère qui abuulisseni 
aux points a, ni du grand cercle servant d’indicatrice à la ligne 
. de coujbure que l’on suppose plane, sont parallèles à un plan 
fixe. La ligne gg, est donc plane et circulaire; l’arête de 
rebroussement est une hélice, et le plân de la ligue do epur-/ 
bure considérée coujie la surface sous un angle constant : ce 
qui renferme le théorème de M. Joachîmstal. _ 

_ " Les résultats précédents ont été obtenus analytiquement par 
M. Molins, dans le cas particulier de l’hélice tracée, sur un 
cylindre de révolution. [Journal de Mathématiques, tome VIITj 
page i4i') . . , ■ . 


. 101. Les mêmes considérations conduisent, irès-siinplemeni 

encore, à la solution de cet autre problème, également résolu 
par M. Molins : Faire passer par une courie 'donnée une sur- 
face' développable 'telle que_, par te développement dé cette 
surface su/- un plan, la courbe, se transforme en un cercle 
de raÿori donné [Journal de MqthéniatiqueSj i856, 

page - 270 .) • ; r • ^ *. •'* . 

^ On voit d’abord que le problème est su^eplible de deux 
solutions. Car si l’on mène par les tangentes successives de la 
•' rignedonnée une double série .de plans formant avec les plans 
' osculateurs corraspondants de cette ligne, d’uii côté ef de 
l’autre deccs plans, des angles a dont les cosinus soient définis 
en cliaque point par la relation . ... > 


Ri „ ou 

cos et = 


cos« = 



■ les deux surfaces développables^ enveloppes des plans de cliaqiie 
série, répondront l'une et l’autre à la question.. . ' - 

Examinons,, avec W. Molins, le cas où la ligne donnée est 
une hélice tràcèe sur un oylindré de révolution ; et construisons 
les indicalrices sphériques gg, et aa\ de l’arèlc dc rebroussi;- 
‘incirt dé la surface ^cherchée lU de l’hélico donnée ; l’indica- 
trice 'de cette dernière est un petit corçlc an, de pôle Pf et'li^ 
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-, : . i4^. - 

:ircs ag, n,g, ont. pour onveloppu la ligiio gg, (voir la iigu|o 
tlo la piigo 1 4 o). ■ ■ 

étant consiaiit , .ainsi que le ra^on de première cour-, 
bure R-| d<; riiétice donnée, Tanglt; a. est constant; les ans ^ 

ft,gy coupent le petit cercle «fl, sous un angle constant; Je 
point g, où cJiacun d’eux loiiclie son enveloppe , s’obtient 
en abaissant l’arc perpendiculaire sur ag ; et il résulte de 
cette èoustructiou que Je triangle varialdc pgn demeuie tou- 
jours égal à lui-même et que les arcs pg et ga sont constants. ^ 
. L’arc étant constant, la ligne ggi est un petit cercle de 
même pôle /) que le cercle cia, : et l’arête de rebroussement de 
la surface chércliée est. une hélice, située sur un cvlindre para}-, 
lèle à celui qui contient l’hélice donnée. 

L’ai'Cj^rt. étant éonslant, riudiee donuée est ùne trajectoire' 
des généi-atrices reetilignes de la surface, et se iransforino, par 
lé développement de cette’ dernière sur un plan, on \in cercle ' 
coupant sous un angle constant les tangentes d(' l’arèiede rc- ’ 
broussement développée. L'arête développée est donc l’cnve-' 
loppc d’une' série de cordes .égales d’un cerclé, ou un cercle ' 
concentrique au premier ;/et l’arétc de rebroussement clle- 
luèinc eirt uile hélice dotit la première co^idiure est constante, 

' ou une hélice tracée sur un cy lindre de révolution. 

Les formules précédentes peuvent aussi c«nduir<‘ aux mêmes 
résultats... ' , • ■ , - 


CHAPITRE IX . 


ÙES LIGSE9 TOACKES SCn'eSK SCKEACE OAtClIE.' 


• 102. Observations préliminaires -, notation et définitions.. 
On appelle, comme on l’a dé]<à:vù, point central de chaque 
génératrice OA ''d’une surface gauche la liinrie,ilos pos'itions * 
occupées sur ^ette génératrice par.le-pléd-de la <h<dlç sur la- 
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quelle se mesure la plus courte dislauce OO, entre cettcvgéiiéra- 
trice et une généralr’iee infiniment voisine O' A' le système de 
tous les points analogues, relatifs aux diverses génératrices de 
la surface, formant une courbe continue 00'0"que'ron appelle 
ligne de striction de la surface. Il résulte d’ailleurs de cette ■ 
définition qu’en chaque point de là ligne de striction le plan 
tangent à'ia surface est perpendiculaire au plaiî mette, par 
la génératrice qui passe en ce point, parallèlement à la géné- ' 
ratrice infinînient voisine ; car il peut être considéré comme - 
contenant la droite OO,, sur laquelle se mesure la plus courte . 
distance entre ces deux génératrices. ■ ' _ . 

Les droites indéfinies OO,, 0'_0', ', (y'Q" , . . . , sur lesquelles sp 
mesurent ainsi les plus courtes distances entre les génératrices 
successives de la surface primitive S, sont à leur tour les géné- 
ratrices d’une ^conde surface gauche S', que l’on appelle la 
surface conjuguée : et il est évident que les génératrices de là 
'première surface reçoivent les plus co’urtes distances entre les ' 
génératrices Consécutives de la' surface conjuguée; les deux 
'surfaces étant circonscrites l’une.à l’autre tout le long de leur 
coriimune intersectign OO'O'^, qui est, en' outre, la^ligoc dé 
striction de l’une et de l’autre. 

Dans tout ce qui .suit , nous désignerons l’angle de deux gé- 
nératrices infiniment yoisines delà première surface, leur plus 
courte distance, le coefficient de dislnbulion des plans tan- 
gents (rof/ page lo) ; et les éléments analogues et corresgon'-' 
'dknis de la surface conjuguée, par ' . ' 


I 


. i- 


■ ; et il', a', 


• a V 


Quand nous aurons à coiisidérer'une ligne' AA' tracée suri» 
surface, nous rapporterons ses pointssuccessnfs A , A',.. , , aux 
points correspondants O, O' de la ligne de strietion paroles 
coo/ï/onnéci spéciales. ‘ - ' f 

. , AO = R, A'O' i R + . . ' • 

l’arc élémentaire t?S et l’inclinaison f dc cette ligne sur la gé- 
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néralcice étant définis 


équations 


dont la seconde devient, quand il s’agit de la ligne de striction 
pour laquelle q = 11 ^ ip, " . • . ' 


Pour démon ti-er ces formules, soient, comme précédemment, 
— la plus courtCj distance’ entre les génératrices infini- 
ment voisines OA, O'A', et 0 , 0 '= ta' le segment déterminé 
sur O'A' par cette plus courte distance OO, et la ligne de 

> •'iiî- 42, ^ Striction "OO' 5 menons lès droites 

\n - • Y ' 0 ,n parallèle à OA,, Ka parallèle 

. «J N*. ^ égale à 00,, an' perpendiculaire 

e, , sur O' A'5 et Ka' , qui peut être cou,> 

■ * 'r\ ' sidérée comme l’élénient dç la trai- 

‘ . / jecioirc orthogonale des génératrices 

. ' issue du point A , et qui forme avec 

' A_a l’angle P mesurant l’inclinaison 

du plan tangent en A sur le plan tangent en O inclinaison- 
définie par l'équation fondamentale [uoi> p. 1 1 , formule (IV)] 


On a dans le triangle An' A', rectangle en a', les relations 


D’ailleurs, la trajecloire orthogonale A a' et la plus'côurte dis- 
tance 00, interceptant' sur les génératrices infiftimeiH voi- 
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sinc.s. O A , O' A/ des segments égaux , on a l’égaii lé . 


on 


ou e 


Il fi n' 


0,rt,’ = 0A: 

0,0' -H O'A' — «' A' = 0A‘, 

si' + U -+- t/h. — rt' A' = R ; 
’ ' - ■' 

= i/R =t n'; 


. et là substiuikioii de cette valeur dans les relations pré.céden tiÇ.s 
fourhilf les IbriAulcs ( ?) cl (3). • ' •• • 

• 103. Représentation sphérique d’jinc surface gaiiche et 
tics lignes les plus remarquahles, ligne de striction, lignes.de 
courbure, lignes géodesiques, lignes asytnptotiques et lignes 
d'oinhre d'une telle surface. [J^ojez fig. 43, p. i 48 .) 

Sî Toii mène par le centre d’une sphère, de rayon if les.' 
rayons cg,cg\..-.., parallèles aux génératrices rectilignes 
d’une snrfac.e gauche ((uelconque S, leurs extrémités forme- 
ront une coui'lje sphérique dont l’arc 'élémentaire, ds me- 
sure l’angle w de deux génératrices consécutives de la surface 
primitive S, et dont l’angle de contingence géodéâique e',. psi 
égal .à l'angle w' dés’ deux génératrices consécutives, éd/r<!.»po/ï- 
• danteSj'ÔLC la surface conjuguée S'^ : le rayon dé courburp géo- 
désique d.e cctle ligne étant défini dès lors par la formule 


(5) 


tang.g"/ 


En oufre, si l’on constr'uil l’indicatrice sphérique oo' de 
la ligné Je striction 00', les points o, o',..^, de cette indica- 
trice seront respectioemenJ situés sur les arcs de grand cercla 

g>'i g'/vi normaux en g, g',...., à la ligne gg'. L’arc go, et 
le grand cercle tangent en g à la ligne représentent, en 
'effet, le premier,- le plan langent au point O de la ligne de 
striction ; .le second, le plan mené par la génératrice du même 
point parailèhùiienl à la génératrice. infini'ment'. voisine 5 et 
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cloivent ùtre, comme ces deux plans, 'perpendiculaires entre 


eux. 


Si Pou construit de même l’indicatrice aa' d’une ligne.quel^' 
conque AA', tracée sur la surface ; les plans desarcs.de grand ' 

• *S ' ' * * 

cercle ag a' g joignant les points correspondants des deux 
lignes an', g'g'-, sont parallèles aux plans laiigcnts.de ]a surface 

aux points A, et l’inclînajson de l’arc àg sur l’arc nor- 

mal go -ou gy , ou /e complément de V inclinaison- de l'arc ag 
sur laligne gg', mesure V angle f des plans tangents au point A 
de la ligfie considérée, et au point correspondant O de la' 
ligne de striction. 

Enfin, la ligne pp' formée par les intersections successives 

des -arcs ga,g a',.,., sert d’indicatrice à.l’arète de rebrous-- 
sement de" la surface 'développable circonscrite à la proposée, 
snivant la ligne AA' ; et si dans la formule (i 4 ), delà page 497 

r/j.sina 'S - • . 


tang ai =_ 


■ da 


on remplace l’arc ai, l’angle a, ds, e„ par leurs valeurs ac- 
tuelles, arc gp', ^ — (p, (0,0)'; relatives à la ligue et à l’in- 
clinaison de l’arc sqr cette ligne, on obtient celte nouvelle 
formule : , ■ 


( 6 ) 


tang g/; ; 


\ W.CO'SÇ 
■w' ±d If' 


dont nous ferons un 'continuel usagé dans ce chapitre, ainsi' 
que des principes suivants, par lesquels nous terminerons çes 
préliminaires, . ‘ 

A.. Si la couche AA' est la ligne de striction 'de la surface, 
les arcs ga, g'a' sont norniaux à la ligne gg'. 

-'B, Si la courbe AAI est une ligne géodésique, les arcs ga, g'a' 
sont normaux- à VindicatricesOA' . 

V.' ■ * 

•' C'; . Si cette courbe est une ligne de courbure de la surface, 
les arcs ap, a'p' sont des quadrants, et les arcs gpi!ga’.tont 


»• l. 
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complémentaires, (’.ir k's rayons, crt <■! ep de la splièro s 6 i»f. 
parallèles à la tangonto Je la ligne Jc-.rourburc AA' et à sa 
tangente conjuguée, cl ces tangentes sont rectangillaircs, 

T). Si lrt(Ourbe AA' eoïnclJc avecTarèle Je rcbroiisscmcnl 

* . • f ■ • , 

Je la surfaôc' Jéveloppablc' cir- 
conscrite à ]a proposée suivant 
ceùc courbe, ou si /a courlie AÀ'. 
est une ligue asymptotique de la 
surface, la ligne pp' èoïn'cide 
rtcec la- ligne aa';; et les' arcs y 

■ g' a' sont tangents à 'la ligne aa'.. ' 

’E.- EnQn, sila courbe AA' est une ligne d'ombre relatiye à 
des ra-ypns incidents ptirallèles (ou la tourbe' Je contact, d’un 
cylinJre circonscrit à la surface), la ligne pp' se réduit a.^un . 
point, et les arcs ga , g' a' concourent.en ce point, quj .est Eex-‘ 
tréinilé Ju rayon deJa sphère parallèle aux rayons-incidents.- 

■ . '• ; 

loi. Rayon dé courbure géodésique d’une trajectoire AA', 
sous r angle constant i, des génératrices rectilignes (uo/r- la fi-, 
gure précédente). Décrivant du pôle commun p, les' arcs gh, aq 
interceptés entre les arcs pag,pa' g , on a l’égalité ga = hqf 
dont la comparaison avec l’égalité donnée, ga^ ^ ti i=:zi, con- 
duit .à la relation , - ■ ' - ' . ; 

• • • k ' - •■’. ■ . - ♦ ' . * ■ . 

, ■ - ■ <(a' = hg, • 7 - ■ 

ou, à cause des triangles rectangles aqd , ghf , . - ' 

( 4 o). Ey = Ecosa’^ w sin If. - . " 'i ■ 

On a d’ailleurs, parlaJ'onnule (2) ( t’otr page 145)4 .: 




et, par suite. 


rfS 


smi.co$<p , 

• * - t • . 

*l‘- , y». 


( 4 o') ^ . .. 

E g. , sirw . A siiif ros O . sm i /' .* 

Il résulte do cette fortnu^'tju’cn un meme point d'une siafasc- ■ '■ ' 


Digili^ 


/.AjOügle 
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J v', . . ^ ‘ 

gauche, la suinmc des c'arrés des {treinièies vourbures géode-' 
siffues de deux trajectoirès, perpendiculaires entre elles, est 
Constante. 

lOÎ). Propriétés de la ligne de striction cas particuliers 
dans desquels la ligne de striction est une trajectoire des gé-* 
nératrice.s rectilignes; une'ligne géodésiqucj ou une ligne 
asyhqitptique de la surface. " ' • ' 

' Théorème.. Vue ligne, tracée dans de certaines conditions 
sur uné surface gauche, peut être, soit une ligne, géodésÿpie, 
soit une trajectoire des génératrices rectilignes, snilYrt ligne 
de strictio/i 'nieine de la surface : et si deux de ces trois pro- 
priétés se trouvent réunies dans une indme ligne de la su face, 
elle possède aus.u la'troisième. (O. formel, .Journal de l'È_- 
eole Ps>ly technique, y, XIX, p. 71.) ' 

Dénionstrailon-. .Que la ligne de slriclioii OO' soit d’ahoid / 
une ligne géodesi(|iie, o« une' trajectoire des génératrices i-ee- 
lilignes ; Jaiis le •premier 'cas [voir la figure préçédentt;), 
les ares go , g' o'. déjà-normaux à la ligne gg' , puisque 00' est 
la ligne de striction, sont adssi normaux à la ligne 00'', piiis- 
tpte OO' est une ligne géodésique. Les deux ligues gg', 00', ont 
donc meme développée Sphérk[ue, et les arcs go, g'b', normaux 
à l’une et à l’autre, vouservent une valeur constante (|ui me- ' . 
'sure rinclinàispn, égalcnienl constante, de la ligne 00' sur les 
génératrices de. la surface. Dans le second Cas, Jes. airs go ont 
tme kmgpeur eonsianle; ils sont encot e normaux à la ligne 
elécrite par Icui' origine g : ils sont donc pareillement i\prmaux 
à la ligne 00' décrite par leur extrémité o', et la ligne OO' est \ 
une ligne géodésnpie. 

Killin,'' si AA^ost à la fois une trajectoire des génératrices t'i , 
■nue ligne géodésique de la surface, les arcs gà ont une Ion- ■ 
gueur congtanie-ei sont normaux à l;i ligne au' décrite [>ar leur , 
exU'éinilé a ; ils.s,ont donc pareillement normaux à la jigne.gg.' 
décrite par K'ur. origine g. Les arcs go , g^o'^coïnculent en dî- 
.iHTtioii avec les arcs go, g'o' ;‘les plans tangonis à là surfat e, 
menés par les points correspondants^de la ligne considérée A.<\ 
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él de la ligne' de striction 00'^ sont iparallèles ; et res lignes 
elles-mèrfies coïncident. •' '• , ‘ 

Toutes les surfaces gauches daii'S lesquelles la ligne de 
striction présente ces particularités peuvent donc être engen- 
drées en menant, par chacun des points d'une ligne à double 
courbure quelconque j-prUe^pour ligne de strict ion^ et dans le 
plan rectifiant correspondant, une droite faisant àccc la ligne 
considcréc'un angle constant .-cet énoncé contcnani, en par- 



, Sflpposons, en derjiier lieu, que la ligne de striction OO' soit 
une ligne asymptotique de la surface : lés arcs go, g' o' étant 
alors tangents à la ligne oo', celle-ci coïncide avec la dév_e- 
■ loppée yy'. de la ligne gg'. On a donc constamment f rViY 

tang^o = langï.= tanggv, . • / 

ou, d’ap'rès les formules (4) et (5) (voir pages i45,_i46), - 




ou k k' . 



En outrej l’arc élémentaire de.la'développée oo', ou l’angle 
de contingence E de la ligne de striction, est égal à la )diÜ’é- 
rentielle di„ de l’inclinaisou, go ou gy, de la génératrice de la' 
surface'sur la ligne de'sfriction ; et comme d’ailleurs les géaé- 


'ratrices de la surface sont, 'dans le cas acluçl , situées dans les 
plans osculaleurs de la ligne de striction, on’ a ce théorème: 
Si par les divers points, et dans les plans oscitlateurs cor- 
respondants d’une ligné à double courbure quelconque, con- 
sidérée comme directrice,,on mène dei droites couplant cette. 
Jigne sous une inclinaison variable dont la différentielle soit 
précisément égale à l'ongle d» contingence de la directrice y 
ces droites seront les génératrices d’une surface gauche S 
ayant cetlâ.difcctrice pour ligne do striction, e(. les coeffi- 
cients de distribution des plans tangents de la' surface Set de 
sa conjuguée S' seroTtt constamment égaux. , 

^ En parliculiôp, si par les divers points d’une droite on mène 
de nouvelles droites, noji situées deux à deux dans le mênic 
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plan, et coupant la première sous un angle foiisjant ces 
tlroifes forinèront une surface gauche aj antla tlroite donnée 
'pour ligne de striction, Ôn a un exetpplo de celle généxalioii . 
dans la surface gauche formée par les normales jiriiicipalgîi' 
d’une ligne géotlésique d’un cône de révolulion. ^ ■ 

Remarque. I^a plupart de ces pi'oposiiions oni-élé énoncées 
déjà par M/ Catalan. (Æn/Zet/n de la Société Philomalliùptc, 

1 848, .page 68 .) • » - ^ 

WVt,. Équation- générale des lignes géodàsiquès, sur uni; 
classe particulière, de surfaces gauches. Théorèmes, sur le 
Jriangle géodésique, (/^oiVpage 147, remarque B/) .. 

•. l.es' arcs ga, g',a' étaiit normaux à l’indicatrice aa' de la 

Fifl. 44 - *' ligne géodésique' considérée AAVo'i 

■ abaissantl’arcg'/j pérpeiidiculai.rcsnr 




-S" — g’ a' , 




■-> 




sin y di, ’ . 


. ' - r 

r 

• • \ 

■ ■ ■ . ■■ 

. tli ="dt. w sin y '; . 


V • 


ce qui montre^ en passait, que la variüiio.n de l’inclinaison . 
d\in,o ligne géodésique sur la génératrice rectiligne- de Ja 
surface a la meme 'valeur, poÿ.r toutes les lignes géodésiqüès 
issues d’un même point de la surface et terminées à la géné- 
ratrice infiniment, voisine. ' ' , , ■ 

■Quelle que soit d’ailleurs la ligne eonsidêréë KPf , oh a, par 
la forinule ( 3 ) [voir page i 4 u)-: i-"'. . ' " ■ 


. col/ 


t/R: 


cos^,, 


et l’on'déduîl, de la rçultiplrcalûm membre à meipbi-c des 
deux dei’iiières équations, ' . ‘ ' "i 

, ■ l'/.sirr'/ » I , , , , . . • 

•coW.m=,— rn/ ', “b — 1 ^"'V-eosy, ; . . 


! ■ • ■ r 
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OU enfin J employant la Formule (i) tangf = A* . R, 


.61111 , i<'’R (f/R ± nr'); 

sin/ • 1 -h/’ R’ ’’ 


vtjualioii generale des lignes géodes iques d’une surface gauche 
(juelconqiie. 

Si Ton pose ; . , • * 

(A) -, . . .. - 


) O = O, 

I X.d= constante, 


le second membre devient une. difierenlielle exacte; ‘l’équâ- ■ 
.lion (8) est -susceptible d’une première intégration , et on-' 
etrouve en l’effectuant, ■ ■ ■ 

' . ' L. sin / = ± - L (i X’RM L .C., ' 


ou 


(A'}; 


'sinV ~ C(i -t- X’R*) ■*::^C(epsy).' 


Quant à l’ambiguïté que'présente cette formule, et qui pro-, 
vient du double signe + et — que nous avons, dû couServxr 
dans l’équation (8), il suffira de la faire disparaître pour l’une 
quelconcjuc des surfaces représentées, par les c(|ualions 


(A) 


( ct'= O, 

(. / — constante. 


Nous choisirons, à cet effet, l’hélicoïde gauche à plau direc- 
teur; lés autres surfaces, qui sont engendrées, conune on le 
voit aisément, par les bi-noimates d’une ligne gauche dont 
la secoitde courbure est constante, se prêtant moins bien à la 
discussion. ' , . , • . ., •' 

Supposons donc que la 'surface soit un héliçoj'de gauche, et , 
, soit ( voir la figure précédente} y le pûle'du grand cercle gg', 

. lieu des extrémités des rayons de la sphère parallèles aux géné-.. 
'ratrices*dç 1^ surfaei-. Menons l’arc 'de grand cercle y a cou-- 
pant gg'~ en q. On a, dans le triangle sphérique rectangle aqg. 




, , i . , . ^ ' !.. 

. , sfn«fy = sinyt^.siiwTgf/, ou . sia '= sin < . cps;f>^ - 


Di^liA * uyOoo^le 


V 
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I t* ■ ■ ' 

donc on, prenait le sjgne supériÿir dans la tormule (A'),'Ou 

aurait . • , - : . ' . i 

. sina7=C, «y = constante : ■ , * . . ‘ 

L’arc serait lui-mème constant; les arcs ay,^a--/ seraient 
normaux à la ligne aa\ comme les arcs ag, a[g\ et coïncide- ■ 
raicut avec ces arcs ; les plans tartgculs aux diiréreills points de 
la ligne AA' seraient parallèles à l'axe de riiéliçoïde: et la" 
^ ligne AA' ne serait pas une ligne gèodésique quelconque de' la 
- surfaccj mais l’axe môme de riiéliçoïde. • • r " 

Ou'doit donc rejeter les signes .supérieurs et écrire, définiti- 
vement,- ■ . ' • ' 


( 9 )- 


sm; 
cos y 


== C ,015 sin i. \/i Ç.i 


\ Obseivatiojî^ L’équation des, lignes géodésiques da l’héli- 
çcAde à plan directeur, déjà obtenue par M. Catalan {Mémoire- 
sur les surfaces gauches-^' Journal Je l'École Polytechnique, 
29® cahier, t 84 _ 3 , page . 


rot’û -r ' 

■- r-i- iûfT '’ 


- ou, en rentrant dans notre notation', < 


col’ i — R’ 


i-t-R^ 


- = Ç. 


peut scrvi4^de vérification à notre nvilhode. Elle revient; ideii- 
thjuemcnl, en cllet.'à l’é([uation (9), ; 


sinï.y'i -f- A’R’= C, 
pourvu qu’oiî fasse'dans celle-ci 


' etcette.-parlicularisation du coefficient A résulte implicittmenl, 
dâns la notation de M. Catalan, de là forme inèçïe de l’équar 
tion- ■ • 

' ' . • , y y. . 

, • . - . • ■ Z = aro tang —s ' ■' 

' 'i •■'f ‘ ' ’ ■* .' 

qu’il emploie pour _représenter l’héliçüïde. . 
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rytpplicalibns^ La foimijje (9) • 


füSÇ 


conduit à quelques- cônaéqueiices ■cuu'icuses, rélalives- aux. 
triangles géodésiqttcs tracés sur l’une quelconque des surfaces 
gauches définies précédemmêhi. \ 

- -i). Dans' tout triangle géodèsique isocèle ayant pour hase 
la ligtie de striction, la génératrice rectiligne issue du sommet 
est perpendiculaire à la hàse, et divise V angle nu sommet en 
' 'detiy parties égales ;yn appelant isocèle un triangle. dont les • 
.angles à la base sont égaux; et en remanjuant que là. ligne de 
striction, esl ici une irajecloice.ortliogonale des génératrices et' 
une ligne géo.désiqu.e de la” surface. - • . 

Pour déiiionlrer ce lliéorèine, il sullit de reraàirqucr qut^lu 
constante C,. entrant dans l’équalioii d'une ligpe géodésique^ 

, Tepiésente le cosinus de rinclinai.son'de celte ligne sut' la ligne 
de striction, au point où elle, coupe celle dernière'; lés con- 
stantes , entrant dans les équations des deux côtés (lu .triaiiglo. 

. isocèle cojisidéréj sont donc égales; et ces équations étant' 

' ■ ’ ■ siriV == C.cos.ç,. ., sic/' =; C. cosi;,'; ' . 

's'i.Lon y fait pour aV'oir les angles i et i' qili se rap- 

^norleut aù sommet du triangle, on trouve ' 

■ , . • 

. . sin; = sin; , ou 1 —-t . . 

* » ► ' • , • • 

2). Les côtés d'un triangle géodésique formant avec 
les génératrices ‘rectilignes <!e la surface,- issues 'des sçfmmets 
de ce triangle, six angles distincts -, le -produit des sinus île 
tmisrle ces angles, non adjacents, est égalau prôduit des sinus 
des trois autres : propriété, analogue à celle du tnaugle recti- 
ligne, pouvant être éteùduc, coirime celle-là, à un polygone' 
géodésîque'quelcoüque; èt dans laquelle les génératricca abou- 
àissanl aux sùnunets' remnlaceni les droites issues d’un même ' 
■ point dans le triangle rccùligne. 

f'our la déinonlief. Iléus désignerons par i}-,:'les 'an - 
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glcs formés par les plans tangents en A, B,.C Vespectivétiicnt 
avec les plans tangents aux points correspondants de la ligne 
de striction ; par ic,\ Gt les angles formés en' A.-et H, avec 
les génératrices de ces points, par le côté A H pu c; et ainsi des 
deux autres côtés. Nous"’aurons donc, d’a'près ces’notations, et 


■ .sini 


cosÿ 


en appliquant succ.essivement la formule 

aux côtés AB, BC, CA, les relations suivantes : 

, , • ' sin/ç.A _ sin/ç,n • . 

COS^A COSfB ' 

, sin(„,<i .v'sinf'a.r. 


constante 


CÜS Çb 

’ ,sin'Xc 


cosyc . 
sin/j.A . 


COS^Æ COSifA'.'' 

dont la multiplication menibre à membre fournit la relation 
énoncée. - . . 

■ 107. Équation générale des lignes de courbure, jépplicai 
lions, • . ■ ■ 

L’indicatrice d’ünc ligne de courbure de li'surface étant aà' , 
et P étant le point d’interscçtion des arcs iiifinimeut voi- 
siip; ga, g'n' (t’om la figureàe la page - 148 ), \'&rtap escégal à 
un (piadraut, d’après la remarque C ( i>oir page 14/) j lt*S arcs _ 
gp et ga == i sont, complémentaires, et la tangente trigono- 
métriquede l’ùn est, égale à la'cotajigcnic de l’autre. Or, d’après 
les formules (3) et {6) des' pages i4j et i47> • 

• • • rfR ± CT ' - - ' . M - ; . ; . ' 

r — — — . cos y, tangsp = • cosy ; 


col I : 


on, a donc' 

(À): , •’ 


f/R ± ct' ■ 


, r 'CT (it 1 

OU, eii remplaçant fi/y par sa valeur 

, d . '/f ^ R 4- R,// COS' y, 


r. 
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tirée de Véijuation ^i), tang^’=A.R, . ‘ , 

(lo) (f/K±a'),|^»'± (/ .rfR H- R.rf/) cos’ÿJ = ow. ' ., * 

CcUe équation, quoique assez compliquée, doiiiie lieu.cepcii- ’ 
daut à quelques applications iiiiérçsSaHles. , ^ 

. >i). Posons^ i ■ . 

0,= ZJ* rfX', C' * * * ; ' » * 

la surface devient un héltçoïçle à plan directeur,. ai l’équatioii- . 
.se. réduit à* v • . . ' ' ^ ^ 

. ■ A.rfR .cos’ç ^ nt.-fc), ^ 

ou, "en remplaçant ra par ^..et cos^œ par — ^^“-771^’ à celje-ci ; ' 

: ft w = ±(/U; • . ■ 


/.(/R 


d'où . 

( 19 ), 


V I + X’-R’ 


R =r ~ “ “)),■. 

2 ^', ' * • 


équation générale, suivant les coordonnées polaires II cl fi ,• 
des projections des lignes de courbure de rhéliçoïdc sur le plan 
directeur (Catalap, Mémoire cité, pâgç i43). On peut d’ail- 
leurs parvenir directement à cette équation, par le seul emploi 
de la formule { 3 ) ' ■ . . . , • - 4 - ■ r 

. . • - ' ' </R±ct' ' ■ . . ■ 

. coti = cos O, , . 

et en remarquant que, dans le cas actuel , les lîgiu’s de cour- 
bure ne sont autres que les trajectoires, sous l’angle de 45 de- . 
grés, des génératrices rectilignes "de la surface. , • ■ 

2). Définition analytique de la stirfdcé'gauche dent toutes 
les- lighes de première couriare sont "équidistantes de ladigtie 
de striction, de telle manière que la ligne de étriclioh cl Tune 
quelconque des lignes de première’ courbure interceptent des 
segments égaux sur toutes les génératrlros. ' 

Si l’on suppose cette condition' remplie par toutes les lignes 
.de' première courbure, l'équation générale' dp ces lignes,- (loj, 
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ilcvra çVre s-ilisfi^ite pàY la siibsiituliou '» • 

**.**• • ' t ' ” • 

' » tlK,= O QU R = constante =r.C : 

. » * - • * • 
quelle que soit d’ailleurs, poiJf chaque point de la ligne de 

striction, la valeur attribuée à celte cousta'n'te., Or,^ si l’on 
introduit l’hypothèse r/R = o dans l’équation (l'o), etsi," après 

* • ‘ ^ . l' ' 

avoir’niultiplié tous ses ternies par' — — = i -1- A’ R*. on l’or- 
^ • ‘ cos’ ® 

donne par, rapport à R , elle devient 

( raw ^ R’i X . R + (nw O ; 

et celte^equatiou devant, élrt^atisfaite par une valeur quel- 
I conque attribuée à R, doit se réduire .Vune identité, ce' qui 

donne les deux équations de condition, 

* - »*♦*'• * * ^ . 

üt'. (lA ~ Oj ciw Zp o' w' = O , > • • . 

OU les deux systèmes d’équations’ ; . , ' , 


. (c).. . - • 


,‘ I Ej.w ç= o; 


‘(•rfX =o ou iit- = constante -, 
ï naz=:i^'u' -Ou ^' = X' . t.ing’»,. • . J , ‘ ' ' 

' _ Li- système (C) se déco’mpose lui-mèihe en ‘deux ; . • ' 

* * *} 

' . O = a' ou O r= w. ^ ^ 

• - * ’ * * * • ' • . 

. ‘ _ Les'équatioiis o = TJ r= n', ;ôii o ==ycj*'-t- a'*, représentent' 

une surface gauche dont la ligne 'de ‘striction se réduit à un , 

■ point, .c’est-à-dire -un côiiè f/uelcon^ucj _ei -les 'dcnâèr6s 
■■ ■ o = t>' = O) représentent ui> cj'/i'/tr/re. 

. . t II résulte de là que lès surfaces gauchcs-vroprement dites, 
}) 0 sscdan^la propriété énoncée, sont définies analytiquement ' 
'■ par les équations IC'),; , , ’ ' 


(m),- 


; ■ . j X = constante, • ' 

-• . ( X' = X' tang’»„. 


, On reconnaît. aisément d’ailleurs que la .dernière équation 

exprime séulemcnt que la ligue de striction 'est' une ligne de ^ 

■ ■ - v’ ■ ■ • ■■ . . > ' 
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courbure; ei l’on apar couséijuoiit ce ihcorème .• Toute'iuijaca 
gauche dont iiné des lignes de première courbure coïncide avec , ' 
la ligne de striction, et dans laquelle le coefficient de distri- 
butien des plans tangents est constant, a toutes ses lignes de 
première courbure '-équidistantes de la ligne do stHcj ion (^), 

. 3). Cherchons en particulier à xléfinir çglle des surfaces 
gauches jouissant de la' propriété précédente , dont la ligne 
de striction coupe les génératrices sous un. angle constant: 
ce qui nous fournira en même temps une vérification. - ' ■ - 
La ligne de striction de la surface cherchée étant unetrajeo , 
toire des géuératriccs rectiligmH est aussi une ligne géodési- 
qile'suivantle théorème du n” 405. Etant à la fois ligne géodé- 
sique et ligne de courbure, la ligne de. striction e^ï plane; les ^ 
génératrices de la surface étant dè.s lors situées dans les ]>lahs 
.menés par les tangentes de la ligue de striction perpendiculai- 
rement au plan de eCtle ligne^ et faisant avec ces 'tangentes 
l’angle constant /'o. Or, c,e preinicr résultat, joint à la relation 
constante, conduit aisément à cotte conclusion que la 
ligne de striction est un cercle,' /n surf ace cherchée étant dès- ■ 
lors l'hjperbolûïde de révolution, à une nappe. '■ ■ ' ' 

■ . Soient, en cfl’et, .y le pôle commun du petit cercle’ gf et du 
■ ,• grand cercle ou' qui sert d-indicatrice à la 

■ t • ' ligue de striction ; E, ris et E, l’angle de ■ 
contingeûce, l’arc élémcntairê et le rayon 
courbure de là ligne de strictfon. On’a 


O == g g' == 7 ..si n g 7 ^ üo' . ' cos go = E ços /» , 


. ^ 


■' r' 'cos/„’ 




sin /*•' 


vl (*) Oii «peut ajouter que les lif^nes de sècondt: cowlurc déterminent^ sur les 
‘^rtératrices rectiligneSf des divisions homo^raphi^ucs..^ ». 
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À . ' 

cl l’on en ilétluiu 


surfaces oauches. 


1D(, 


^ </ S I 

' F. ^ / tanj; (, 


= constante, 


puisfuH! A" i!l sont l'un et raiilrc consl.nils. . x. <?. F, n. ' 
Ou aiiruit d’aillcul s, pour la sjiifacc conjuguée S' , • . 


•R, = 


rot /, 


et.il resuhe, de cclté double expressiou de R,, la relation 

, . .1 A' rr /■. tang’l„i 

PéfiiitL, "la stu-Jdca ’ga^tche riont les lignes de cour-^ 
hure sont des trajectoires des génératrices rectilignes de. la 
■surface. , ' . ' . • • ' 

Une ligne de première courbure de la surface « berebée de- 
vant coujK’r sous un angle constant toutes les génératrices de 
la surface, et émit elle-mênic cou[>éc' à, angles droits par toutes, 
les lignes de scçondtPcourbure, il 'en résulte i|ue ces dernièrés, 
sont inclinées d’un même angle sur les génératrices; et il en 
I est tie même pour les' lignes <le pretuièi e epurbure, ' , ^ 

Soit donc i l’inclinaison constante des lignes de l’une des 
courbures sur les génératrices : posons .■■’■■ ■ "'■ 

, ' ' • ' cot / = C,' ' ' ' 

Cl .introduisons cette constante G dan.s l’équation ( 3 ) de la 
page 145 pii viendra 

> . ■ C ; 

d’où 

Cn 

COS® 


f/R: 


-•cos^, 

- 


(/ R . cos <j) :='C O qp a'cos y j et f/R itta': 


Si l’on, porte ces deruières ^valeurs dans l’équation générale- 
( 10 ) des lignes de courbure (page t56), on trouve, successi- 
vement, c . ■ 


C O 
cos y 


o>' ± R COS’ y . f/ A i A cos y ’ c. ra qi k m' COS’ y { tj w , 

r ■ ^ 

± A CI . C OOS y.-t- to' ( R . ’d A q: A- ci' ) cVs’ y _ " ' ‘^“*7 


c; 
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. ou, à cause (le /.CT = w, 

u'db(R .<// ^ . ej')cos’ç ='w ^ - ipC j cas y ; ' 

• (l’où, en remplaçant' cos œ par -7=^=1=, et élevant au carré, 

■- (10), j«'(i+X^R’)±(Rrf/ip/rT') 

Cette équatiou, du quatrième degré cn_R, montré qu’il existe, 

■ en général, sur chaque génératrice d’une surface gauche quel- 
conque, quatre points tels, que l’une des lignes de cou'Tbure 
passant eh ces points coupe la génératrice sous l’angle / défini 
par la formule cot/ = C; mais, dans la surface cherchée^ cette’ 

■ , circonstànce doit se reproduire en tous les points de chaque 
, génératrice : l’érjuation précédente doit donc être une identité, 

' ■ ' et les coefficients des diverses puissa^lces de R,R‘, R’..R“, 
doivent être identiquement nuls.,()r, le coefficient de R. ‘-'étant 
J '• O)'*. A*, on doit avoir d’abord ‘ 

... ■ • ! ■ ' 

{ni). ‘ : ' , w' ==-P,' ■ - *. ■ . 

’’ J ■ ■ ■ . , 

. ,* et l’équation de condition (to), se réduit alors à’ celle-ci 

' • d/'"|R’±2*(a'V(/A.R-h|«>^i=pCy— 

'* ^ qui doit se réduire elle-même à une jifentilé, La surface cher- 
cliée sera donc définie par l’ équation [m] jointe aux trois sui- “ 


vantes : 


(û) j — f/X =^q' 

■ . . . ' (j'.rfA=io, ■ _ , ' f, 

(rj — ji'n" = o. ' 

. On satisfait à la seconde, soit en posant ‘ 

• i " - ■ («) , —.0» . • 
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et la iroisièruc et la première donnent alors, sucoessivement. 


(p) ■ ■ 

ei dk= O, ou 

(?) 


^q=C = o, 


/ = constante ; 


soit en posant 

■ * ' ~dk=z O, ou /' = constante; ' 

et, dans ce <'as, la première et la troisième donnent, successi- 
vement, . ■ . 

= et ci' = O. 

' " • ' ' • ^ 

Ces deux solutions rentrent l’une dans l’autre; la surface cher- 
éhée est définie par les équations 


(I) 


O) = O , ' 

CI = O , 

•/ = constante, 


et l’inclinaison c'ouslante des ligues de courbure sur les, génér 
ratrices est définie par l’équation (p) ; 

I ' • " - * 

— :pC = o, ou ‘C’q::i=o, ou eut’ / •— i = o ; 

Ci 

d’où ‘ ; 

(II) ' " • ■ ■>='4ü".* ■ ' , 

On a donc ce théorème ; L'hélicoïde à plan directeur est la 
seule surface gauche dont les lignes*de courbure coupent tes 
génci'atrïces rectilignes sous un angle constant. 

Remarque. La génératrice rectiligne re^ésentant, en 
chaque point d’une surface gauche, l’une des asymptotes de 
l’indicatrice de la surface en ce- point, la tangente trigono- 
métrique de $ou inclinaison sur une des lignés de courbure est 
égale, comme 6n sait, à la raciiie carrée!du rapport des deux 
rayons dê courbure principaux de' la surface cn‘ ce point, l.e 
Ütéorèine précédent est donc'susccptible de ce nouvel énoncé : 
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Toute surj'<tec gauç/ie flans laquelle le rapport dei rayons tle 
courbure principatur a la même valeur, en tous les points de 
la surface, est un licliçoïde à plan directeur-^ et le rapport en •' 
question est égal à l'unité: ce qui coiislilue une généralisalioti ^ 
(lu ihéorème de Meunier. ' 

’S), Lignes de courbure des surf aces gauchès du second degré . 

La représen talion spliérique d’une surface gauche, a^plicjuéc 
aux surfaces réglées du second degré (In'pciboloïde à uiu' 
nappe, ou paraboloïde hvpcrbolique)',. conduit d’(ine manière 
très-simple ef sans aucun calcul, si l'onyeut, aux équations 
des lignes de courbure de ces surfaces. 

Soient, en cnel, ~/j' gg' Y ellipse sphérique, formée par les 
exfrtimilés des ravons de la sphère parallèles aux génératrices 
rectilignes de rhvpcrboloïde, et que nous nommerons ellipse 
direc&me; aa' l’indicatiice sphéritjue (rune ligne de cour- 
Jjure AA' de la surface-, agy^ a'g'y',.:.^ les grands cercles 
parallèles aux plans tangents de la surface en A et 

contenant les pôles g et g' et y', des (piatre génératrices (Tes 
deux systèmes situées dans ées jdans; mm' la courbe enveloppe 
des grands cercles ag, a' g'-, et //«' enfin la supplémentaire d<* 
la courbe mm'. ' 

D’après des proposilicuis bien connues, duesà M.(]h. Dupin, 


F'C- iO. l’arc am, qui mesure l’anglo de. 

d(!ux tâugentes ionjuguées rectq.n^ 
gidaireSf est égal à pu quadrant ; 
et le'f>olnl m est le milieu de r.aixi 
gy, paire que les tangentes ni»x 
(leux ligties de courbure qui passent 
par lé point A de l'iiyperbolcudo, 
•solil les bissectrices dits angles, for- 
més par les d<‘irx génératrices rêcli- 
ligiies qui SC croisent au même point. • ' • r. . 

Il résulte de là un premier moyen de U'ouvèr par le caliûtl 
les équaliotis générales des lignes aa', mm' cl un', liar. le point 
a[x, y) étant duniié, le point /«(\, Y) est au.ssi donné, par -' 
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l’intersection AeXuyioltiire absolueàwpoinla, a:X-t- 7 'Y= — i, 
et de sa polaire a*yY-\-b*x'S.= a}b* relative h l’ellipse di- 
rectrice-, ceci résultant de ce t^ue les quatre points a et.m, gf et y, 
forment tine division hannonique. D’ailleurs, l’arc ma étant 
. tangent à la courlie mm', on a l’égalité . ‘ . 


'iî- 

7 \'~ 




et de là, en remplaçant X, Y et leurs différentielles par leurs 
valeurs en fonction de x, y, dx, dy^ 'on déduira l’équalioii- 
différeutielle de la ligne aa'\ Cette équation, où les variables 
.sont séparées, s’intégre aisément : et l’on trouve que la courbe 
aa' est du quatrième de^rè, les courbes mm' , nn' étant seule- 
ment du ieconr/. 

Mais on peut aussi trouver les Courbes mm' et nn' sans cal- 
cul. Imaginons, en effet, que l’on ait construit les arcs de 
grand cercle ayant pour pôles les points m, g: et y; ces trois 
arcs, qui se croisent au point n, seront.; l’arc tangent à 1^ 
courbe ’nn' en n, et les deux arcs menés par le , même point 
tangcnüellement h 'V ellij)se sphç^que ,¥/, supplémentaire de 
l’ellipse directrice E. Mais ces deux derniers arcs sont égale- 
ment inclinés sur l’arc tangent .à la courbe «n'en «, puisque 
les arcs mg et my sont égaux ; il font aussi des angles égaux 
avec les deux arcs de' grand cercle cpii réunissent, leur point. de 
concours n aux deux foyers f et J' de. l’ellipse F/, par une^pro- ' 
priété des coniques sphériques analogue à une propriété bien 
connue des coniques planes-, par suite, l’are tangent en n 
à la courbe cherchée nn' fait des angles égaux avec les rayons 
vecteurs (\n\ réunissent le point « à deux points fixes f et f de 
la sphère : et la courbe nn/ est une ellipse, ou une hyperbole 
sphérique, ayant ces points fixes pour foyers. 

Or, la ligné nn' est formée' par les extrémités des rayohs de 
la sphère parallèles aux normales menées à rhypcvboloïde par. . 
les différents points d’une même ligne de courbure ; nous 
avons donc ce résultat : Si l'on mène par le centre d'nue 
sphère des rayons parallèles aux normales menées à l’hyper- 
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holoïdc pnr les points successifs .des lignefde preinièra et de 
seconde courbure, les extrémités de ces rayons déterininent 
sur la sphère deux séries d'ellipses et d'hyperboles homo- 
focales;ct les foyers communs de £es courbes coïncident tuuec 
les foy ers de l'ellipse supplémentaire de Véllipse directrice. 
S’il s’agil «lu paraboloïde liypcrboHtjue, l’ellipse ÿy'gg' csl 
remplacée par le système de deux grands «'crcles gg' , yy' pa- 
rallèles aux plans directeurs de la surfaci'; la cotirbe mm' est 
telle, que le segment de l’arc tangent à cette couébè compris 
enlreles deux cercles fixes gg' et yy', est divisé par le point <l<' 
contact en deux parties égales; la cour1>e supplémentaire mi' 
est par conséquent , une conique sphérique ayant poiir foyers 
les p«Mes des cercles gg'., y/; et la conclusion est la ntêimc 
qüe pour l’hyperholoïde. . - , 

Enfin, on déduit immédiatement du théorètuc précfklent 
une équation générale des lignes de eourbuTe, contenant une 
constante. arbitraire, et t[iii , combinée avec l’équation de- la 
surface, détermine entièrement c«*s lignes; Tous ces résultats, 
d’ailleurs, peuvent ètrc'tra^portés ensuite aux autres surfaces 
du second degré. 11 suflit, poiir cela, d’employer la méthode 
analytique ordinaire, par latpielle on j)asse d’un calcul relatif 

à l’ellipsoïde -E exemple ^ im calcul ana- 

• ■ • - . . . . 

\ V - V.’ î’ ' 

logue relatif â l’hypcrboloïde i , par le simple 

changement de c’ en — c*. - - •• 

Hemarque I, Delà définition- générale' des. lignes ««'.que 
nous venons de dçnner, on peut déduiro, successivement, les 
équations générales des ligues- ««', des lignes supplémentaires 
mm' (dont les projectrons centrales sur un plaît, cotivenable- 
inent, choisi sont^ des cercles) ; et enfin des’polaires récfpro- 
■ ques/7/t' de ces dernières, par rapport à l’ellipse directrice : les- 
lignes p/t' étant encore des courbes du second degré dont les 
axes coïncident, en'direclion,'avec ceux de l’ellipsé directrice. 
Or., le rayon de la sphère abotitissaiu atr point p est parallèle 
au diamètre conjugué du plan tangent en A, ou au diamètre 


V ♦ 


... * . SlKKACESvCAUClIKS. _ ... itiü 

ile.riiypci'holi^ïçle <|ui Jiboulil au jjoiiil A'(l(!-la li^iic do 'cour- 
bure AA'. Nous aurons donc, par l'équalion' des coniques 
sphéikjucs PP'' ^ rëi|ualioii générale des cônes du second 
degré^ conae.lilriqucs à V Uy povholoïde , cl contcnanl les lignes 
de Courbure deda surfiice. 

- Uemarque U . I.a ligure spliéri(jne déjà emplojèe peul four- 
nil-, pour cliaque ligne de courbure <lo Ja surface, la langenle 
irigonométrique de f’rnclinaison du plan o.sculalcur*’sur le plan ' . 
langoni. ' . • . . ^ 

6 ), Toute surface-, gauche dont les lignes de prérnière . ... 
cotubure sonl^siluées tlaiis des- plans parallèles, est un //>- 
pcrboloïde (le nhfo/ution. , ■ ^ 

En elVet, l’on démontré aise'ineni, à l'aide de qnel(|ues con-- 
" sidérations de géométrie, et par l’emploi de fVsjuation géné- - ■ 

J’aie (A) "de la page 55, tjtte les lignes de preinjère coiirbgre 
d’une pareille surface sont équidistantes de la jigne de stric- 
iion, et qua celle-ci est unie ttajectoite des génératrices recti- 
lignes. On rènirc donc dans le problème 3) de là page i58, 
et la surface est un hvperboloïde de révolution. ■.■■■■ • 

Des lignes asy mptotiques d'une surface gaucliè quel- 
conque.^( f 'oir p. 148 , remarque D, ) ' ■ . ' * 

Dans tputesurfacegaucbedusecoiiddegré,.les lignesàsymp- 
loiiques, qui correspondent aux génératrices rectilignes de , ' 
i liaque système, "sont les génératrices de l’autre système. Nous, 
allons voir que les lignes asvmptotiqucs d’une sui face gauche 
quelconque pr.ésenlei)i, par rapport aux génératrices rectilignes , , 
de cette surface, des proprîétés métrique.s identiques à celles • •.' • 
qui ont lieu entre les deux" systèmes de génératrices rectilignes 
d’une surface du second degré. [Foir la lig. 43, p. ' <* - 

Soient, comme à l’ordinaire, aa' l’indicalrice Jsphérinue 
d’une ligne asymplotique,'et la liguC'forun'o par les.Cxtré- 
. mités des rayons de la sphère "pai allètes aux génératrices rfccti- 
liguçs de la surface ;■«<■»' sera l’enveloppe des^arcs de grand ' • 
cercle gn 4 g'rt', ,et l’on aura',, par la formule ( 6 ), pags. ', 47 . 

■ M COS Ÿ , ' 


;Digitized by Google 



i6ô 


rUEMIÉBE PARTIE. CHAPITRE ^El■VliiME. 


J désignant l’inclinaison de la ligne asyniptotiqùe sur la géné- 
ratrice correspondante. On a trouvé d’ailleurs (formule 3 , 
page 145), • . . . V . - 

' \ rfR±n' ‘ • ■ . 

COt f =; COSÿ =' 

et la multiplication membre à inembrc.de ces relations donne 

- A-{rfR ±cr') cos’o = m' it rfy = (A trfR -f- RrfX) cos‘y. , 

Or, on yoit aisément que le signe süpérieiir du second membre 
doit être rejeté, sans quoi rfR disparaîtrait de la relation précé- 
dente, qui se réduirait dès lors à une équation _/?n<ebn R, sans 
constante arbitraire, et fournissant pour chaque génératrice 
, un nombre déterminé de valeurs de R , ce qui serait absurde»_ 
On trouve donc, en prenant le signe inférieur, 

. (n) ■■ ■ .> (-2 A-. rfR 4- R. rf*±^.o')cos’f =«', ' 

pour étjuation générale des. lignes asymptotiques.^ 

• - ^ . J 

i). Supposons la surface à plan directeur, ou posons «'=0 ; 
il viendra, en considérant simultanément deux lignes asym'p- 
totiques, et en désignant par R jR' lesdistanccs (tic mènie signe 
OU de signes contraires) des points correspondants de C«s lignes 
à la ligne de striction, .. _ 

f . rfR -h R. rfX = O,. . . 

' 2/-.rfR'-t- R'.rfX ±/-.or' y=o; . 

d’où, par soustraction, • ■ 

• 2 )î-.rf(R' — R) ^(R' — R)rf/~q, ' • '. • ' 


ou encore 

I 

d’où, énfin, 

f4 


Lrf(R' — R) dk ■ 


A(R' — '^R)’=:constante=rC'. • - - ' ■ 

Si l’on^ applique, en outre, rictte formule au Système formé 
de la première des lignes- asymptotit[ues précédentes, et d’une 
troisième, caractérisées respectivement par les distances R et-R"; 
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’ OU aura, de uiènicv 

(b). 


X (R” — R)’ 3j: constante ~ C", 

et l'on déduit, de la' comparaison des formtdes (fl) et (Z>), la 
relation , ■ • 

. R' — R 


{•>). 


R'^R 


= constante. 


Donc, flans routé surface gauche à plan directeur, les lignes 
asymjnotiqùes divisent deux génératrices quelconques de la . 
surface en segments proportionnels ; ce qui renferme la pro- 
priété bipn l'oilnuc du paraboloïdc hyperbolique dont les ligues 
.asymptoti(]ùe.s'-sônl précisém<*nt les génératrices rectilignes du 
. second système; ' • . , ’ , 

Il résulte encoro de là, que /es n droites joignant les traces, 
siir deux génératrices iléterinihées, de n lignes asymptotiques 
de la surface, sont n génét:atriccs d’un tnême paraholoïde. 

j'). Si, indé|)endàmmcnL de la condition o/=o, on pose 
encore X =; constante, la- forinule (fl ) se rét^l à - - 

[a') . R' — R=conslante, , ' • ’ 

et deux lignes asyniptotiques déterminées intercepteul des seg- ■ 
ments égaux sur toutes les' génératrices. > .■ . 

' i"j. Si l’on pose simultanément w' == o et n'=; o,' auquel • 
cas la surface est engendrée par des perpendiculaires à une ~ 
drotie fixe, menées .par les différents points de cette droite ^ 
l'équation générale (t i) se réduira à ^ - ;• 

. 2 X-,dR-t-R.’rfX-.i=o, * 

d’oi'i • ' ■ ■ . •! , 


{a") 


X . R’ = constante , 


qui se retluil ellomème à 




R = constante; 


quand on ajoute atix précédentes la condition A = constante : 
la. surface est alors uo héliçoïde, et ses lignes asymptotiques 
sont les trajectoires ortltogonalcs deS génératrices. ■ • . 
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a). Revenant au ca& généi'al d’une surfâce gauche quel-* 
’ ■’’B- •'i7« conque, nous aurons, çn appli- 

quant simuhanénient à deux li- 
\ gnes asymptotiques AB, A^B', 

of > — " gj — BV”*V ”i?r l’cquation (i i) préalablement di- 

i ' \ 

' ' —f — • \ ■ visee par w .eos ® 


(«') ■' ■■ 


, flR ' dk ka 

aX. — -i-R. — — T = ' -l-X’R% 

(ù 6». 

dW ' r , X'O' , ' 

• 2 / , — t-H-R';.— T ± — - = I 

&V w w * 


d’où, en retranchant membre à membre, et posant 
' R^ — R^AA'^r', ’ 

' d * ' dft ' * 

[b] 2>. _ = ^îr'(R'-+-R) = X>r'(r'-P2R). 

; , W W 

Appliquant ensuig!, simultanément, cette dernière équation aux 
. deux systèmes formés par lés lignes asymptotiques AB et A'B^, 
AB et A" B"; nous aurons, en posant encore R"^ — R = A A"=y', 

(b) %k. — ^ r' . -*7 =XV*4- 2Â-R! r\ , , 

«.• ‘ ^ . W' '..c - 

(b') lk . — j.-k-t'' .‘~ — k'r'->r7.h'R.r”, . - 

. . w w - , . 

De là, en multipliant la première par — r", la seconde par 

ajoutant ensuite, ‘et remarquant que R disparait, ainsi que le 

' : . dk ■ ' ' . . 

rapport djfïérentiel —ril vient , ' . , 


('’} . 


k :v’ ' 


'2r'>' ■ .■■■ , 

7b-- •) • 
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équation qui représente le système des trois lignes asympto- 
tiques AB, A' B' et A" B". ' • . 

Appliquant enfin' cette dernière équation (c) aux deux sys- 
tèmes de trois; lignes asymptotiques AB, A' B', A" B", cl 

AB, A^B‘, A” B'"; et éliminant l’élément différentiel 

entre les équations résultantes, nous aurons cette équation 
différentielle du système- de quatre ligues asymptotiques quel- ’ 

3 . .* * “ 

conques : . . - ■ . , ' , . 

. y ■ • ^ - 


('0 


''7 


7\7 / r'\ 7 ' 

Cette équalipu prend , successivement, les formes suivantes ; 
• • dy dx . * ' ’ ' ' dy. dy. 


dx 


d.T 

' ' î 
X 


>■(/—') ■'c f * -■- 1 ) ' • 3' — ' "y ' 

d’où, en intégrant et désignant par CJa consténlc introduite. 


• r — I ; X — r- 

• XS Cj • - 


, • ' . ■ r" r" 

de l.à, enfin', -en remplaçant y et x par leurs valeurs ^.etp-> 


(>) 






ou 


A'A*' -VA" 


AA'"- AA" 


= C 


et cette aelation exprime que le rapport anharmoniqiie des 
quatre points A , A', À", A’", demeure constant-. On a donc les 
théorèmes suivants -.t Dans toute surface gauche..^ quatre 
lignes asymptotiques quelconques^ déterminent sur les génê- 
^ ratrices rëctiligncs de la surface une in/initc de systèmes de 
quatre points dont le rapport anhainionique est constant; 
— n lignes asymptotique^ de la surface déterminent sur deux 
génératrices quelconques deux divésiùns liornographiques ) et 
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les droites t/tii réimisseni les traces de chacune de ces lignes 
sur les deux génératrices sont n génératrices d'un même 
"perholoïde. Ou voil que cc ihéorèinc comprend la propriélé, 
Lien connue, des génëralrices de ri)ypeiLol9ïdc. . 

Beinarque J. L'équaiion (c) eAprlinc 'que le .rapport 

— =: demeure constant, quand w' = o, ou lorsque la sur- 

face admet un plan directeur. Dans' le Cas g;énéral, elle con - 
duit à la relatiCm - • _ 


A' A" r" — r' 


AA" 




Remarque II. Le théorème précédent pourra être utilisé 
dans diverses applications et, en particulier, clans. 1 élude dt*s 
surfaces gauches formées par les normales principales des li- 
gnes à 'double cQurburc, Ainsi, par exemple, on en .déduit 
immédiatemeiu que : si les génératrices d'une surface gauche 
sont les normales principales de trois courbes'dhtinctes, aui^uel 
cas ces courbes sont trois lignes a^yitipXoliqucs équidistantes 
de la surface, elles seront les nonrudes' principales d’une infi- 
nité d’autres lignes, à savoir de toutes les lignes asyniptotiques 
de là. surface T .propriété qiii caractérise l’hélicoïde gauclie, à 

plan directeur. • ’ . 

’ ,. .. 

109. Équation générale dçs lignes d' ombre , relatives a des 



■ * V 

rayons incidents parallèles , 



dans les siirfqces à plan di- 

’■ ' ^ 

V ' " 

recteur .• théorèmes de col-~ 

- /il 4^/\' ' 

\ 

. V 

^ \ 

linéation sur les triangles et 

\ .y' 

polygones formée ,pa.T jc'es 

t l “r, • 

•\ 

lignes. •• ‘ - 

. t Soient y le pôle du grand 

■ ■ ' '.ï'- 

y/- 




- cercle ggt la sphère,' pa- 
'/ ralléje au plan dii'ecteur-, 

. aa, l’indicatrice d’une ligne 
re AA,, ét p l'exlrémilé du rayon de la sphère parallèle 


surfaces gauches. • , • ' 171- 

auic rayons incidents. Menons les arcs de grand cei«le yp, ^g 
et pag^ qui est parallèle au plan' tangent à la stirface en A, et 
dont l’inclinaison pgy sur l’arc' gy est égale à l’angle déjà dé- 
signé par ' 

Posant ... 

. .. • W=x tang/j-/, il-==pyg, . • 

ou trouve, entre les quatre éléments consécutifs py, P', y g et©, 
du triangle P j/g, laridalion ■ ■ 

cot y»'/ . sin 7g ='cos.7’g.eos fl -t- sin ii.cot If 
ou, à càusede yg = ^ct de la relation tangip = À.R , ' • 


' ' — sin gy : 


sinü. 
' X.R ’ 


ou 


X'.R =:•/«. sinft-: 


telle est l’équation générale des lignes d’ombre. Lg eohstauli,’ 
m qui y entre ne dépend que de rinclinaîson des l'ayons inci-' 
dents sur l’axe de la surface, et les coordonnées courantes sont 
R et fl : oeiie.demière désignant l'angle que la génératrice 
rectiligne qui passe par un jioint quelcotKjue de la ligne d’gm- 
bre considérée -fait avec la génératrice fixe, issue du point où 
cette ligne rencontre la ligne de striction. 

. Applications THÉoitÈME I. Les lignes d’ombre, issues 
d’un même point de là, surface, ditdsent les génératrices rec^ 
ulignes en segments proportionnels.- •' 

' Démonstration'. Soient . .; 

A.R = msinfl, /•,R'= m' siir(fl -fc-.a'),- A.R“'==Vff'' sinffl'-f-a'’), 

J » '*•. ^ 4 

les .équations de trois lignes d’ombre IAA4, IA' A',, IA"A",i 
issues d’un même poipt I delà surface, et rencontrant une géné- 
ratrice rectiligne quelconque suivant les.pornts A, A', A" dont 
les distances à la ligne de striction sont R, R', R", t »' et et" 
désignant d’ailleurs, dans ces équÿtio^ns, lès angles que forment 
avec la' génératrice du poipt où la première des^ trois lignes 
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précédentes rencontre la ligne de striction, les génératrices -des 
points analogues relatifs aux deux dernières. ' 

On peut mettre ces équations sous la forme ■ • • ' 


/î . R 

sin £î'= , 

m 


' : , ; X . R' 

sm U cosa + cos -St .sin a _ — , , 

m 


sin il . eos' a -i- cos li . sm a 


• / . R" 


et si,' après avoir éliminé cos ü entre les d'eux déni ièrés, on 
remplace, dans l’équation résultante * ' - 


• ' ' ■ ” R" \ 

sin II . sin (a" — «']“ X ( — ;sin a." sin a' V, 

\m rn J 


sin H'parsa valeur tirée de la première, 'il! vient," en divisant 

'l’ar , 


(a; 


„ R' • „ R" ■ ■ : , . . 

'^•sinfa — ;a )=;—;• sin a’— T — z-Siii.« f 
m . m • ■ m 


et de là, eii-posaut ■■ " ' ’ •’/ • ■ ' - - 

R' = R M- R" = R + r" ÿ on = /, A^-= e", 

/»<\ T> rs'“K— i') ' . sina']. 'r' . r" . 

(A ) R 1 — i — ‘ — + = — sin a' — — - sin a'. 

' m m' m" J m m 


Or, les trois lignes.-considérces concourant en. un môme point. 
I, l’équation (A) du système de ces lignes doit être salisfattc 
par la substitutiôn R t= ou l’éqiialiôn (A'), par l’iiy*- 

pothèse /’'=: r"= o- Le terme en R disparaît donc de l'équa- 
tion (A'j qui sè réduit à , ■ ' • ' ' . . ’ . 


('?•)- 


■/ AA' , 

-r = - — 7 , =' cotislante; 
r AA 


et la proposition est démontrée. ‘ . . ' •- 

' 2). Théorème IR Les -trois sommets cV un triangle t^aviahle 
.ilic, dont les volés sont formés -par des dignes d'oitthre, glis^ 
snnt respect a'cinent hir trois généra friccs délertrjinées A', R, 
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lie la surface, et les deux premiers côtés ab ét bc de ce trian- 
gle tournant conslamnient autour de deux points '- donnés 
y et à,: lé côté libre ac de ce triangle passera constamment par 
un troisième point fixe et les trois pôles «, (3, y appartien- 
dront à iwe même ligne d’ ombre. , 

Démonstration. Cbiisidéuant le tnatigle variable dans deux 
c|U€lconques de ses positions abc, a b'c' , réunissons les deux 
.pôles donnés y, a par ûne ligue d’ombre qui aille rencontrer 
aux points A» B, C lesgéftératrices données, de mêmes noms j et 
qui soit rencontrée elle-même, au point [3, par le troisième côté 
ac du premier triangle. Pour établir que le côté bomologuc 
n'c' du second triangle passe aussi par le point (3, il suffira, 
en vertu du théorème précédent, d'établir l’égalité 


{.v) 


A 

ÂV' 


Ce 

Cd' 


Or, en, vertu dn même théorème, les trois lignes d’ombre issues . 


l''!!- 4‘Jr ’ 



du point y, divisent les génératrices 
A et B en segments proportionnels 5 
il on est de même des lignes d’om- 
bre issues du pointa', i^fativemcnt 
aiixgén?ratrices B et C. On a donc 


les deux égalités : 


An 

ÂT'' 


h b 
hV' 


Bô 

Tib' 


Ce 

Cd' 


qui entraînent l’égalité (x) et le théorème énoncé. , • . 

-3 J. Théorème. \\\. hèciproquement, les trois côtés d’un 
triangle variable abc formé par des lignes d'ombre^ tournant 
respectivement autour yle trois- points fixes x, (2, y situés sur 
une même ligne, d’ombre', et les deux premiers sommets a et b 
du triangle décrivant deux génératrices données A et B : le 
sommet libre c décrira pareillement une troisième génératrice . 

Démonstration. Prenant le ifiangle variable dans deux de 


V - '■ 
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ses positions abc, a'h'c'^ menons la-génératrice qui passe par , 
le sommet c' du second ; et, pour démontrer <ju’elle passe aussi 
par ic sommet c du premier, supposons qu’elle coupe eu deux 
points distincts, c, et Cj, les “deux côtés bc et ae de ce triangle. i 
Si l’on appelle C le point de rencontre de cette génératrice et 
de la ligue d’ombre a-/|3,, on trouvera, par. l’application du 
théorème I à chaeune des séries, de lignes d’ombre. Issues des 
points à, §, y, et par la définition des points c,, c. - ; 

Ce, B b Ce, Art ' An- B 6 - ■ 

C?~FP’ CP~ÀÔ'' âP~bF- 


d'où, par comparaison. 


Ce, Ce, 

Ce' Ce'’ 


ou 



Les points c,, c, sont donc confondus en un môme point, qui 
' est le point c ; et le théorème est 'démontré.- 

Obsetvation. Les deux théorèmes précédents peuvent s’ap- 
pliquer à un polygone curviligne d’un nombre quelconque de - 
sommets, pourvu que l’on suppose que les pôles des différents 
côtés du pp^'gonc appartiennent à luie môme jigne d’ombre. 

4). Si la li^ne de Stricti9n de la surjaco coruûéive est ime 
ligne droite, l’équation ( 12 ) de la page 171 , 

. ... -, A . R w .siii n, 

• / f . . 7 ... * ' f 

• I • . ■ - 

représentera la projection sur le pla^i directeur d’une ligne 
d’ombre qtielcpnque, rapportée aux coordonnées polaires R 
etîî. Si l’on pose, en outre, ^ = constante, la surjace de- 
vient 'un hèlicoïde, et l’équation précédeutè représente un 
cercle. Onen conclut que, dari'i riièlicOïde gauche., les projec- 
tions sur lit plan directeur des lignes (ü ombre relatives à des 
rayons iHcidents parallèles, sont des cercles, passant parle 
pied de Vaxe sur ce plan. (De la Gournerîe, 7ou/na/ de 
f École Polytcchniqme, iS5 i i) ■’ 

Remarque. Dans une surface gauehé quelconque, quatre 
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lignes d’ombrcy issues (P un même point, de la Surface et rela- 
tives à des j-ayons incidents parallèles , coupent une géné- 
ratrice rectiligne quelconque en quatre points dont le rapport 
anharmonique est constant ? 

JNohs pourrions démontrer celle proposition dans le cas par- 
liculier où le cône directeur dé la surface est de révolution, 
et lorsque le point de con<'Ours des lignes d’ombre appartient à 
la ligne de striction. La démonstration est d’ailleurs toute 
semblable à la précédente, et n' exige que des calculs plus 
longs. ■ . r 

La proposition énoiuée sous forme interrogative est donc • 
probableménfc vraie. Elle est d’ailleurs d’unç vérité évidente • 
[jour les surfaces du second degré; et ce dernier cas contient • 
[jeut-être le cas général ; De la même manière que la propriété 
bien connue des deux systèmes de génératrices rectiligipes de 
l’hvperboloide peut conduire, par une méthode que nous a 
indiquée M. O. 6onnet,à notre théorème sur les lignes asymp- 
totiques d'une àurface gauche quelconque. 

l U). Scolie. Le rôle de l’indicatrice sphérique, dont nous 
avons cherché à établir l’importance dans l’étude des courbes 
tracées sur certaines surfaces spéciales, s’amoindrit singulière- 
ment, ou disparaît même d une manière totale, quand il s’agit 
d’une surface (juelconque. On^a vu déjà, en effet, combien est 
.imparfait notre procédé pour la représentation sphérique d’une 
surface de révolution ; -et en- exceptant les surfaces régléès, qui 
se [xrèlent le mieux à notre méthode, il paraît dilficile de re- 
présenter spiiériqnenient, d’une manière utile, les diverses 
courbes tr.trées sur une surfacequelconque.' , 

Toutefois, quand on a seulement à considérer certaines 
•courbes spéciales (racées^ sur une surface, l'emploi de lignes 
sphéri([ues auxiliaiies, liées à ces courbes suivant de noùvcllcs 
lois, peut encore ollrir d<; grands avantages , alors même que la • 
surface (jCuicurc absolument indélermiiiéit. .. -> 

Ainsi, lunsidéranl une sui'fiice_ quelconque S cl scs deux- 
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systèmes de lignes de courbure, supposons menés par le centre 
d’une sphère des rayons parallèles aux normales de la surface 
suivant les divers points de chacune de ces lignes. A chaque 
ligne de courbure de là surface correspondra une ligne sphé- 
rique particulière, et les tangentes en des points correspon- 
dants de ces deux lignes seront parallèles. Il résulte, en pre- ' 
mierlieu, de ce parallélisme', que, les deux séries de lignes 
sphériques, ainsi conjuguées aux lignes de première et de se- 
conde courbure de la surface, formeront, comme ces. der- 
’ nières, un double système orthogonal. En second lieu , sf la 
. surface eonsidérée admet une ligne de courbure plane, la ligne 
• sphérique conjuguée ayant ses tangentes parallèles à un même 
' plan, sera planeet se réduira àun petit cercledela sphère, dont 
. Iç plan sera parallèle à celui de la ligne de courbure. D’ail- 
leurs,, et cette conséquence très-simple parait ne pas avoir é^é 
remarquée, le théorème de M. .Toacbimstal est rendu évident 
r par'l’emploi de ces considérations : puisque les rayons de Ta 
sphère ont une inclinaison constante sur le plan du petit cer^ 
cle, etqiie ces rayons sont parallèles'aux normales de la surface 
primitive , Tnenées par les différents points de la ligne de cour- 
bure plane considérée. ' ■ ; 

Tels sprit les principes de l’élégante méthode employée par- 
M. O. Bonnet dans l’étude des surfaces dont toutes les lignes 
de courbure sont planes, et'doiu le problème suivant offre une 
appWcAÛon. {Journal de TÉcole Polftechnicfue, i853.) 

' Problème. Toutes les lignes de courbure d'une sprjace 
étant plànes , irouyer les relations de position qui peuvent 
exister entre les plans de toutes ces lignes. 

Solution. Les deux séries de lignes de courbure de la sur- 
face étant composées de lignes jdanès, le système des lignes 
sphériques conjuguées se coinposera,de deux séries de t'ercles 
formant un double système orthogonal ; cl les pilansde ces cer- 
' clés étant parallèles aux plans de ces lignes^ il suffira, pour 
réjiondre à la question, de résoudre Je problème suivant : 
Tromper sur la sphère les deux séries les plus générales de 


Digitiz eu !»•, Google 





- SDRSACES GAUCHES. ' - 

cetclc»' formant un double, i^slémc orthogonal j et définir les 
relations dé position que ^présentenL les plans de tous ces.' 
cercles. . • 

I. AdmeUons, ce (juc ’iioùs d(^monlrerons à là fin, que si 
les cercles du second sj'sté/nc^ ne se coupent pas, les cerclés 
du premier se'C0Hi)erU‘ nécessairement deux à deirx; et .soient 
A ot B les points d’intersectiion de deux cercles dcteimincs du 
■ premier sj slènic, lesquels sont coupés à angle droit par tous 
les cercles du second. Formons la projection stéréographique 
des deux séries de cercles, en pianiant le point A pour centre , 
de projection, ou point de .vue. -n, / 

■ Les deux cercles delà prtynière série qtii pstsseilt par A et B, 
SC transforrnent en deux droites distinctes, passant par la 
• projection b du point B, et .devant être eonpées à an.gle droit 
par les projections des cercles de la seconde série. Ces projec- 
tions'sont donc tous les cercles' ayant pour centre commun le 
point b. ^ *' 1 ' 

’ D’’aTllcurs, les projections des autres cercles de la première' 
séri? deVantcouper 'à angle droit les cerejes concentriques eu t\: 
CCS projections doivent se réduire à des ‘droites passant par le 
point b. Donc, l^s cercles de la première série passent par les 
deux mêmes potnts'A. et K de lit sphère. ' \ ' 

Pour . irouvèr., en. seeood lieu,da définition des cercles 
de la seconde série, if sufiil de remarquer que l’un quelconque 


Fij;,. 5b.,' 


. de ces cercles se' projetant , 
. suivant .une circonférence 
ayant pour centre le point b, 
le sommet S du cône circon- 
scrit à la sphère suivant ce' 

. cercle est situé, d’après un 
, théorème-dû à . M. Chasles.., 
sur la droite' A b j“otr AB.- Si 
. donc on coustriiit, par’rap- 
.' port aiVgnjpd «€>fcle AB, la 
polaire MN d’un poipt quelconque S ;pris sur le prolongement 

' ' ,'.I2 • ■■ 
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(le AH, MN sera le diaiium'c.d’uii Cercle de la seconde série, 
silué dans uu plan perpendiculaire à celui du graiiil cpfcle' AB.' 
Or la polaire MN-du point S pas?e j>ar le point fixe P, pôle 

de h corde AH par rapport au graôid cerde'AH. Donc les plans 
(tes cercles r(e la seconde sériç 'fiassent 'par une droite fixe 
A'B' (jiii est perpendiculaire an plâit AOU niiisi <pi à' la 
droite ÂB, et tjiii'passe en outre par le pôle P’ de 'cette- dcr- 

; et le problème auxiliaire se trouve risplu. -, ! i '• 

Si l’on revient maintenant a la surface priniitivej ou- 
retrouve ce tbéorème, dû à M.* Bonnet : Si toiili;s las lignes de 
cont'lntre d'une' surface sont planes, les plans des lignes de 
ciuiijne cQurhnre sont parallèles à unç même droite D»; 

et les droites Di, Dj sont perpendiculaires entre elles. 

4-' Il nous reste fi, démontrer ce (jue nous avtins admis dans' 
le n" 1 à savoir que les cercles, de l'une pu de l’autre série se 
coupent deti< à deux. Examinant la question sur le plant jvu' 
une substittilion permise, supposons qoe les cercles xle la peç- 
iniêre série no .se.\ coupent, pas. Il est évident d’abord quf ees 
ceivles, (|ui dpivenfse succéder d'une manière conûnne, ne 
sauraient être extérieurs deux à deux. <.’.unsi4éroi>s donc,' en 
particulier, la figure formée d* deux de cés oCrclc» , intérieurs 
rûji .à l’aulrc, et de tous les cercles de la. s'ccoiide série; cl 
construisons la figure réfiproqiie de celle-là paV_ rapport à ft 
pofnt O prjs dans le ‘même plan. Si le point o est convenable- 
ment choisi, la figure réciproque ‘s'e composera, d’ap^s ùn 
Üiéorème dû ;i«M. Eiouville , de deux cercles .ccmcentriques cl 
dés ligues, droittïs ou circulaires, qui les coupent orthogonale- 
ment. Mais on voit immédiatement que ces dernières lignes 
sont droites, et qu’elles passent par le centre commun des deux 
cercles. Delà, en revenant à la figure primitive, on voit que 
les cercles de la seronJe série se coupent, suiyant les jdeuX 
mêmes points. 

'Le. problème auxiliaire précédent a. élé-jirailé 
d’abord par pour Iccas du plan'(Aca€lémic de Berlin, 


% » 


*79 

et, récemment,- par 


- ; • .'STJRFÀCE8-&AUCHES. 

' Nouveniix Mémoires, 1779, page 161) -, 

MM. Bonnet ^el Catalan, pp^ le cas de la sphère (Mémoire 
. cité, et'Jour/ial de Malhématiques , tome XIX, page i 3 ^). La 
solution précédente qui repose, romfne celle de M. 'Catalan, 
sur les propriétés de la projection stéréographique, s’en sépare 
cependant, d’une manière très-nette, en ce qu’elle n’râige 
aucune considération d’analyse.- • . - . 





SECONDE PARTIE. 

TllÈCmiK iMKCAMQUH Dl-S LIGNES A IXIUBLE COL'UBüUE. ' 


CHAPITRE X. ■ ’ ~ 

DES LIGNB5 A DOUBLE COURBURE ^ 
COMSIDÉIUÏES COMME TRAJECTOIRES d’un POIHT AXATÉRIEL 
EN SIOUV^MEHT SUR UNE SURFACE. 


11 IV NevVlou, tlans le livre des Principes, .'« considéré'le . 
preiniei' quelques ëaS, très-parlîculicrs, il est vrai, du niouvè- ' 
ment d’uii point sur ‘une 'surface. La lo' section ilu 1"' livfèj' 
ayant pour litre : Dit mouvement des corps dans des super- 
jicies données, et des oscillations des corps suspendus par 
des fils, coutiènt.eii ellet, — indépendamment de celte.obscr- 
vation générale que tout ce que l’on, s'ait, rclal'LvemCnt au 
/mouvement d’un point sur une courbe plane, peut être trans- 
porté au mouvement sur une surface de rcvolurion dont la 
rbe considérée serait une section méridienne, — deux pro- 
positions t-cjativesViu mouvement, sur une sufface de révolu- 
tion quelconque, d'un point squmis à une force passant con-* 
siammcnt par J’axe de la' surface. Newton remarque, dans ce ‘ 
cas, que les aires décrites -par la projection du mobile sur tm- 
plan perpendiculaire à l'axe, sont proportionnelles apx temps : 
et celte observation renferme, comme nous l'avons montré 
dans la L* Partie, la propriété bien connue des .lignes géodé- 
si(jues’d’ùne surface de révoliUion. 

Euler, traitant ce sujet avec plus d étendue', résolut, d'ans le 
dernier ch'apiire de ia.. Mécanique (tome II, pages 457-5oo), ■ 
tlivers problèmes dignes d’intérêt, relatifs au mouvement 
d'un poinl-'Sur un cylindre quelconque, sur un cône ou sur 
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'une surface de révolution. La solution qu’il y donna dû pro- 
blème Ju pendule sphérique a seule été reprise depuis, par 
divers analystes, et perfectionnée avec d’autant plus de soin, 
que l’on est plus généralement convenu de borner à ce. seul »as 
particulier l’étude du mouvement sur une surface. *• 

n suffit d'ailleurs, pour expliquer l’inactivité de la science 
sur ce point, dè remarquer que l’étude, direct,e,el géométrique^ 
du mouvement sur une surface exige, essentiellement, la no- 
tion préalable de \a courbéire géodésique et l’emploi de for- 
mules fouritissant l’expression géométrique de cette courbure 
pour les diverses lignes tracées, sur’la surface- que l’on consi- 
dère : de la même manière que l’étude 'des diverses lignes 
pUnes que peut décrire uri mobile soumis à l’action de certai- 
nes forces, a dù être précédée de l’étudè géométrique. de la 
courbure de ces Hgnes. Or, non-seulement la 'notion ^e la 
'courbure géodésique est une' dés acquisitions les plus récentes 
de la théorie des lignes tracées sur. une surface, mais encore 
les formules qui donnent l'expression de' cette courbure, sur 
certaines surfaces particulières, sont peu nombreuses et peut- 
être môme' peu appropriées, dans leurs, formes actuelles, à 
l’objet dont nous parlons. Il en résulte (lue l’étude du inoüve- 
ment sur une surfi^ce me pouvait. guère être abordée, géomé-' 
triquement ^u moins et avec quelques : fruits, '•.avâot l’époque 
actuelle; et que, même aujourd'hui, et jnsqü’à de nouvelles 
recherches sur cette matière, elle. devra sc borner à quelques 
surfaces spéciales,, telles que -la sphère, les surfaces coniques 
' ou cylindriques et les surfaces de révolution : les seules "pour 
•lesquelles on ait encore des expressions suffisamment géomé- 
triques de là' Courbure géodésique. Telles sont, du moihs, les 
limites dans Ic.squ'elles nous nous sommes tenu, et que nous' 
,'n’ ayons pas essayé de dépas.ser. On voit que ce sont à peit près 
les limites déjà atteintes par Euler. On trouvera néanmoins 
dans notre travail plusieurs résultats noUvea.ux, parmi lesquels 
nous citerons deux théorèmes généraux, relatifs à, la réduction- 
du mouvement sur une surface coiiit|ue ou cylindrique quel-* 
compie, ait mouvement sur le plan.; de-*i propriétés iion encore 
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obëei‘v»k?s tlu mouvuinonfilii peiululc sphérique ; de nomhrcu,' - , 
scs et intimes analogie, s entre le mouvement sur la sjdière ci he 

■ mouvement sur le plan ; quelques rcehei-<’hes sur le mouve- 
iiieut d’ug point sur une surface, gauche, ou de révolution; 
enUii un vthéorèuie, relatif à la représeiuatlon géoiuctri<piede 

'la vitesse et du temps, dans une hraehistocbroiie plane ou 
' sph'érique, et fouruissanX la division d’un are (juelionquc de la . 
eoiri'be en arcs partiels ùoclteones. ' ■ „ . . 

Quant à la méthode que pons avons suivie, elle se traduit 
par des fonnules absolument nouvelles. L’une d’elles met eu 
évidence les divers éléments géoinétrirjUes dontdépend la près- ' « 

sion evcrcée par le jnobile sur la surface ; éléments déjà conte- 

■ Il us*, il est vrai, mais non encore ex^icitement reconnus d^ns 
la formule ordinaire. Mais celle de nosformules qui nous pa-t 
raitoll'rir le plus, d’inlérêt, est celle qui foiirnil l'expression 
générale delà vitesse^du mobile. Quoique ayant la mermetn igioe, 
elle est absolument distjncte de |a formi)le ordinaire, détruite 
du principe des forc^ vives; car, tandis (jue celle-ci rotiferttic 

, la f’randcur (."t la direction relative de la force extérieure, et _ 

. ■ ])arait, dans certains cas au moins, indépendante de la forme 
de là trajcctoirc'dans l’intervalle des points extrêmes ; la v//* 
rection relative d.C la force extérieure entre seide dans la pie-r 
mière, tpii contient une intégrale dont jes éléments ei la valeur 
dépendent esseijtiellenient.de la forme de la'trajectoiiv. La' 
comparaison des deux formules , quand elles sbut l’une et ' ' 
l’autre intégrables, fournit d’ .ailleurs une preniière équation, 
eu tenues finis, delà trajectoire. ■ 

112. Notation, générale. TJn mobile sé mouvant sur ùne - 
surface ..quelconque, celle-ci diyise l’espace en deux région^ 
ilonl l’iiire quelconque jieut être considérée epmme intérieure. - ^ 
iVous sttpposcéhns toujours le mobile placé sur le bord interné 
de la surface, de telle sorte qu’il ne puisse se détacher de celle- 
ci qu’ên entrant dans la région intérieure : la réaction exercée ' ■ 
par la surfaeç sur le mobile étant, dès lors, dirigée en rha<juc 
{«liiit suivant la «owto/e o/té/vfwc: ' . - 
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. JNaius appellei-oiis ; ]N la valeur absolue delà réaction nor- 
male, el K le rayon de courbure de la ligne géodésique tangente 
à la trajectoire du mobile; (i la valeur absolue delà force ex- 
térieure sollicitant le mobile; y l’angle, aigu ou oUtus, formé 
'par la direction de cette force avec la normale intérieure, et V 
l’angle, aigu ou obtus, que fait la projection de cette force sur' 
le plan tangent à la surface avec la tangente à la trajectoire, 
dirigée dans le sens du inouveiiibiit. 

Enfin nous d_ésignerons par é lu vitesse du mobile, et jiar 
(Is, '■„, /■ l’arc élémentaire, l’àugle de contingence géodé- 
sique, le rayon de courbure géodrâiqu'e et le rayon de courbure 
absolue delà trajectoire; le'^plan osculateur de cCUe dernière 
' faisant avec le jilau tan^nt à la surface un angle a, dont le 

complément - — a mesure l’angle du. rayon de courbure r de 

la trajtjcloirè et delà normale intérieure à la surface. Nous suj)-' 
poserons toujours ce dernier, angle aigu; et nous prendrons la 
masse du mobile pour unité. 

^ 1 -,. , ’ 
Du mouvement d'un point Jiw une siirjncc (jtieiconqyei ' • 

* ^ ' - * 

■ 113. ThÉoiiÈME E'bwDAMEwTAL. U/i point matériel SC moù- 
. vànt sur une surface quelconque, sous f irsfluence cT une force 

extérieure G et de la réaction normale N de la surface ; la 
composante de la force extérieure suivant celle des normales 
à la trajectoire qui est tangente à la surface a pour valeur, 

en chaque point, — .; et la pression exercée par le mobile sur 

■ 'V 

la surface est égale à — G'cos'/,' G cos y désignant la com- 
posante, positive ou négative,, de la force extéiieure suivant la 
normale intérieure à la surface. -, 

Démonstration . l,e mobile étant regardé liomme se mou- 
vant librement dans llespace, on suit que le système formé de 
la force_ extérieure G et de la réaction normale N de la surface- 
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esl équivalent au système — et - des composantes, tangen- 

-tiellp et normale, de l’ai'céléralion totaie. 11 en résulte que là 
somme dej composantes des forces du premier système, suivalil 
une direction quelconqye , -est pareillement équivalente à là 
somme des composantes des forces du second système, suivant 
la même direction. Or, pour. la direction considérée, Ant, 
perpendiculaire h la fois à la force N du premier système et'à la 

force du second, la première somme se réduit à la compo-r 

■sanie de la force extérieure G, et la seconde à la çomposante ^ 

ï'* . . . . ^ ' 

de la force •- dirigée suivant le rayon de courbure /• de la tra- 
jectoire; et t omme ce ravon fait, avec la direction de prôjec- 
litfn, un. angle mesurant précisément l’inclinaison a .du -plan 
oscuJateur de la trajectoire sur le plan tangent à la surface, 

** . . r’ ■. V* . 

cette deriiièrc coninosante est égale à‘— cosia, ou'à '» 

■ ” r rlcosa 

• ■_ . • . * ' 

ÔU’ à’ — '(.l'O/’r page 8, iv” 8). • - 

Quant h la 'pression (égale *ct ‘contraire à la réaction N) 
exercée par le mobile sur la surface,, il est évident qu’elle se 

compose de la pression g (dirigée 

suivant la normale extérieure) qu’il 
exercerait s’il continuait à sé mou- 
voir librement, avec" sa vitesse ac- 
tuelle, sur la- ligne géodésique tan- 
gente à la trajectoire ; Ctdelacompo- 
. * saute normale —^ (Vtosy de la force 

extérieure.: de sorte que l’on a pour la jaleur de la-pr,ession 

rapportée, quant au sens, à la normale exiéri'eure, — ' — G cosy; 

Que si ccUc -coiHpusiiion de la pression ne parait pas suffi- 
samment évidente, on pourra'l’établir rigbureifsement, par les 
considérations ordinaires', en rémarquant que la somme des 
composantes des foraes N et G suivant l.a normale" intérieure 
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■ AN .1 la surface esi égaie à' N ’-f-G co.s y; laiidis que la soiniue 
aMalogue pour les forces équivaieiites_^el — se réduilà — siiia, 


ou, d’après le théorème de ÏNIeiuiïer, 3 ^;'et la colnparaisoii 
de ces valeurs conduit bien à la formule . , '• ; * ' V 


- ■ , = Gcosy. (*) ' ' 

‘ .y ^ ■ 

' * 'i. * ‘ ■ 

. 114.- CoROLLAUîE. On déduit immédiaicnienl de ce ilu'-o- 
rème ces trois formules générales ; ’ • 

» 

8 ' 


(Il 


(II) 


•(IH) 


/ ri . p- COS V r/s 


sin V 


tang V 


■ , ( P = C . ci*‘*"C '"f <■ • 


— = G sin 7 . siu V, - 


(( G'sin 7'VSiii V ’ 

. p’ - . 

N = — — G C 0 S 7 . 


• Les deux dernières ne .sont (pie la traductibn analytique du 
théorème^ précédent ; et la première formule i-ésullé de la com- 
binaison de la seconde avec' réquation, diîdiiite du principe 

des forces-vives, ‘ ' 

• • - . \ . ' ’’ ‘ ' . 

= 2 ( G sin 7 ) . fos V , 

Enfin, la contbinaison dos formules (II) cl (IIJ) donne 


( "•) Ctille üiuile .j^arlie tlo la denionsIratioTJ. î»nppose*inie rostricüon dans le 
choix, qiic nous' a>'Ons <ïil dCjâ ùtr« arbitraire, do celle d« deux rêgtoirs de l’es- 
pace que Ton dit par rapport h la surfucc : (H pour qoé la valeur de la 

pre^aiou/uii 'de la réaction uonuale, subsiste telle qu’eUl? ‘i*êsuhe'dc' la for- 
luulo (111), H cutiyieiift'iLappcler norntiilt' tHt^içurr de la suriaco celle di^ dinjx 
direction» dç la not-mnle qui coïncide avec U' direction du rnyqn de courbure H 
de la lijjnc ('cmlésiqiio tungcnlc :i la trajectoire. (Juant aiu fornuiîes( I Vel ( Il 
»*Ucÿ Jeineuretil vraies toujours, et indépeiidannueiil de celle u’^lrictUtu. 
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encore par J’élimiualion tic y, ' ' 


187 


(IV) 


G’: 


— üllV -trY- _ nV. 


Quânt au rôle général de ces formules, on voit que la pVe- 
raière fournira l’expression de la vitesse, toutes les fois'du 
moins que l’intégration qui y est indiquée pourra être effec- 
■ ‘tuée;^et c’est ee qui arnvera dans toutes les applications que 
, nous nous proposons de développer. La formule (II) donnera 
ensuite pour le rayon de courbure g,éodésique de la trajectoire, 
une valeur particulière , dont la coinparaison avec l’expression 
générale du rayon de courbure géodésupic d’une- ligne quei- 
eonqùe tracée sur la surface ponsidérée, fournira.enfin l’équa- 
tion différentielle, entre certaines coordonnées à la surface, 
delà trajectoire cherchée. ' ' ’ ‘ ■" ' , 

On pourra d’ailleurs, dans, certains cas, se dispenser de l’in- 
tégration que suppose la forniule (I) , et qui exige quelquefois, 
cd.mme nous le verrons, une discussion minutieuse Ac& signes, _ 
en déterminant la vitesse par des considérations particulières. 

Remarque /. Il est essentiel, au poitrt de vue des applica- 
tionsque notis aurons à faire de ces formules, de remarquer que 

l’intégrale / — qui ligure, en exposant, dans là preunère, 

(et -dans laquelle on regardera l’angle 'Cg comme essentielle- 
ment positif, -et tai)g\'comme positive ou négative suivarit que 
tan^le \ sera aigu ou obttts) a bien reçu le signe qui convient 
• à la valeur de la vitesse. On déduit .en effét, de cette formule, 

‘ ' dv — V . 


tang V 


^ Or, O çf.êg étantj-iositifs, ou voit que les différeutiellcsr/i', //.-e*, 
seront positives ou jiégativ,esy suivant que ra'n^le V seraaiguj'- 

..ou obtus. C’est ce qui doit. être, en 'effet;- car “/•/.»>* esE mcsu>, 

récj’cn grandeur et en signe, par le travail élémentaire cori-cs- 
]>ondant do la forctï; -et ’ce travail, se réduisant -à celui de la 
Coniposante-G sin y qui fait uti angle V avec la direction dû 
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moiivement,*’ est-positif, ou'hégatif, suivant ijue l’angle V est 
aigu , ou obtus. , 

lieinarquç JI. La formule (I). indcpeiulamment du rôle 
important qu’elle doit jouer dans la suite de ces recherchés,' 
peut paraître curieuse en elle-même, si l’on remarque qu’elle 
fournit une expression analytique de la vitesse qui semble /n-.! , 
dépendante de la grandeur de la force qui prodjut le mou- 
uemént, et paraît ne dépendre que de la dii-ectioh de cette force , 
’ et de la forme de la trajectoire. Cette indépendance toutefois', 
u’est qu’apparente : car, la- direction des forces étant donnée,, 
lit forme même de la trajectoire dépend évidemment de la loi 
qui régit les variations de grandeur de ces forces. 

;■ § IL' ... • ■■■-; • 

Du mouvement d'un point sur un çjlindic. " 

US. Si nous supposons que W pi'ojection de la force er.té- • 
rieure G sui'le plan tangent Soit dirigé,e en chaque point sui- 
vant la génératrice du cylrndre désignera dans les équa-- ■ 
lions pi-écéden tes l’inclinaison de la trajectoire sur la généra- 
.trice; et l’on truüvei-a, potir./]a valeur absolue de l’angle de 
contingence g^éoc/ésiir/He delà trajectoire cylindrique, ou pour 
l’angle de contingence absolue dc-cette trajectoire transformée 
par le développement dù -cylindre sur lui plan, , 

l’angle, aigu 6ti oIhus, V, que la direction du mouvement fait 
•avec la direction de la force., • allant’ constamment en dimi- 
nuant. ' ' 

L’intégrale l contenue dans l’équation (^I) devient 

• '.;i - . - • 


alors 
J et l’on en déduit^ 


-f 


cos V . f/V 
sinV 


= — L . sinV i 


r. 


sjnV 


jigitizcxJ'by Coyote , 
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Si l’oil désigne, en oiilre, par p' le rayon de conj’bui'e de la 
ligne plane suivant laquelle se iraiisforine la trajectoire cylin- 
dvique du mobile par le développement du rylintjre sur un 
plan, on pourra remplacer par p' dans la formule (JI) qui . 
deviendra * ■ 


U 


P 


- = G siny . sin V. 


Or les équations (i) et (2) sont préciséméni les équations qui 
définiraient , 1 e mouvement, dans le plan , d’un mobile soqinis 
à l’action d’une force dont l’intensité, constante ou variable, 
serait mesurée en chaque point par G sin y, et qui serait pa- 
rallèle à une direction fixe, V désignant alors l’angle de la 
tabgente à lâ trajectoire avec cette direction.* On a ■donc -ce ■ 
'théorème général : ’ • . 

Un point matériel se mouvant sur un cylindre quelconque, 
soiif l'influence de la réaction normale de la surface eud'une 
force extérieure dont la, projection sur le plan tangent est 
dirigée, en chaque point, suivant la générat^e du cylindre : 
5/, à une époque 'quelconque du, ,mouvem'eiU, on suppose- 
développés tout àxaup sur un plan le cylindre et la trajec- 
toire, du mobile , et si Ton conçoit en outre que les fôrxes qui 
produisaient le mouvement primitif, estimées suivant les 
génératrices, conservent, dans ce développement , leur direc- 
tion et leur intensité; le mobile ; sous, l’influence de ces forces, 
continuera à décrire dans le plan, avec les imémes vitesses - 
aux mêmes points ^ la tiansformée de la trajectoire qu'il eût 
décrite sur le cylindre . -.-x' ' 

. Quant à la pression exercée par le mobile sur la surl’ace, 
on trouve d’abord, en remplaçant v par s;i valeur actuelle (1) -, 
dans l’équation (III), ' ' 


N = 


R sin’ V 


G cos y. 


D’ailleurs, si l’on désigue*par.p',le layon de courbure 'd»‘ la 
section droite du cylindre au pQÛit considéré, on a [voir 
page, 7, -forraule 1) pour le rayon de courbure- de' l’hélice 
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latigente à la trajectoire en ce point., et coupant par suite les 
génératiires du cylindre sous l’angle V, ' . , 


R 


— _ P . 
biri’V’ 


ou 




K'sin’V p’’ 

on a donc, dériuiiiveineiu, 




( 3 ) 


It = G.COS7. 


H6. 11 résulte du ihéorèmc précédent que tout te qüe/ 
l’on sait sur le mouvement, dans le plan , d’un point matériel ‘ 
soumis à l’action d’une force coftslaute ou variable, mais de 
direction fixe, peut être transporté au mouvement sur un cy- 
lindre quelconque. 

Si l’on se plaft, en particulier, dans le ças ordinaire de la 
pesanteur, et si l’on suppose le cylindre vertical, ou retrouve' 
un résultat déjà obtenu par Euler, et qu’il énonce ainsi : Curva 
crgo, quam corpus in superficie cylindri descrihit, si su}>er- 
jicies in planum explicelur,~abibit in parabolam, ipsain sci-^' 
licet trajectdriam, quant corpus projectum in piano verticali 
descriheret (Médian., t. Il, 97, coroll. !•, p, 486). On a'en 
outre, dans ce cas, ‘ . 


et, par suite. 


»■ 

r---- 


C’ 

N = 

P 


d’où l’on voit que la pression qui, dans le cas d’un cylindre 
quelconque, est proportionnelle en chaque jwiiit à la courbirré 
de -la section droite, demeure constante quand le cylindre est 
de révolution ; ce qui est conforme aux résultats obtenus par 
Euler ^ page 487). . . 



DU. MOUVEHENT SUR ^l^ HCV LINDJIE. , 

Remarque. La comparaison des deux formules 
C’ ■ P i.Tn}>£f , 




iin'V 


{■voir page i3o, 'formule 3G)^‘ 


«jui dotuiOnl le rayon- de courbure gcodésûpic de la parabole 
cylindrique et d’nne ligue quelconque Iracéc sur Iq cylindre^ 
Conduit à: la relation . . - .. . . . 

• i ' 

■ 

. • -sinV. tanga = = C'= constante, 

■ - 

dans le cas où le cylindre est de révolution. On en déduit aisé- 
ment cette propriété, qui peuf servir à la construction du plan 
osculateur : En chaque pôint de la parabole cylindrique, la 
trace du plan osculateur de la courbe sur le plan de la sec- 
tion méridienne correspondante éoupe l'axe du cylindre sous 
uti an gle, constant . Enfin on |ieut déduire de la même formule 
l’équation de l’indicatrice sphérique de la parabole cylin- 
drique, ainsi que le rayon de courbure sphérique de cette indi- 
catrice ; et l’on trouve ainsi, pour les. rayons de première et 
de seconde couiburc de la parabole cylindrique,, les yaleuis 
suivan*es , ■ .> 


• " 0 sitl a 


cosfl sin’V 


r,: 


sin’a.sinV cosV 


sin‘V.cosV 


117. Dés formules- et des conséquences semblaljes subsiste- 
rhient encore si l’on supposait la projection de la forets sur le 
plan tangent dirigée' en chaque point suivant la tangente la 
section droite du cylindre ,’V désignant alors dans ces formules ' 
l’inclinaison de la trajectoire sur la section droite, ou le cém- 
plénienl de son inclinaison sur la génératrice du cylindre. 

- • ■' § III. . • ; 

Du niouvcinent d’un point sur un cône. 

H&. Si l'on suppose, comme dans le § piecédcnt, la ^ 
projection de'la force extérieure sur le plan tangent dirigée 
éii chaque point suivant l:r géuératric<* du cône, V. désignera, 
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dans les formules générale.s du § I', rinclinaisoii de la irajec* 
toire sur les. génératrices du-côiicj cl il suffira, pour obtenir 
les équatiorts du mouvement, de déterminer rexprvssion de 
'ou de l’a*hgle de contingence de la trajectoire développée sur un 
plan , en même temps que le cône sur lequel elle est tracée. ' 
Soient donc-, mnt'la trajectoire développée loun{ant sa con- 
cmHté -vers lé somm&t s, qui joue le rôle 
de çeutre des forces, attraetives j sm =.r, 
sm'.— r -{-dr, deux rayons vecteurs in- 
finiment voisins formant entre eux un 
angle d9 et coupant la epurbe en m, m' 
sous les angles ni g us \ et Vn-r V. Si l’on 
mène les tangentes nU, rn' f, la valeur absolue de leur angle 

sera donnée par l’équation - >. _ . . 

• . ' .... 

.v+3*''’— c, -h 2'*"— v^rfV-i-f/s • * 



d’où 


Cg~ — dy -t^ {19. 


On a d’ailleurs, suivant une formule connue. 


t.mgV=±;r^; 


,ei comme on a suppposé, dans la ligure, 1,’angle V àigù et la. 
dilTércutielle dr négatiye, on doit prendre le signe — dans 
cette formule, ce qui donne ’ .■ > 


' rf 9 = 


dr 

tang V . 


On a donc cuifin, 


Cg=-{iV~ 


dr 


-tarigV» 


• -■ pour valeur absolue de l’angle de contingence géôdésique de} la 
• irajectoire conique primitive., • • 

- L’intégrale /’ — S— , contenue dans Léquation (1), devient 

• J tangy - ‘ \ 

alors ' V . . ^ 

■ Y ■ i • v/ '• ■ 

: • ... . J fahgV J .r, • - ^ 
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la quantité e 


-J ««iigV 


est égale à 


r sin V 


I et l’on a . 


<0 


/•.bit) V 


C 


SI Y 011 désigne, en outre, par.p' le rayon de courbure de la 
"ligne plane suivant laquelle se transforme la trajectoire co- 
nique du mobile par le développement du cône sur un plan, 
on pourra remplacer par p' dans la formule (II), qui dévien- 
dra • 


(a) 


— = Gsiny.sinV. 


Or les équalions’(i) cl (a) nc'difïèreiu en rien des équations 
qui définiraient le mouvement dans le plan d’un mobile soumis 
à l’action d’une force dont rinlensité, constante ou variable, 
^ Sérail mesurée en cbaque point par Gsiny, et qui serait'con- 
stamnàcnt dirigée vers un centre fixe; r désignant alors la dis- 
tance du mobile à ce centre; et A’, l’inclinaison sur la trajec- 
toire de ^a droite qui mesure çette distance. On a donc ce 
secotid théorème général : ' • . 

. ^ Un point matériel iqmom’ant, sur un cône quelconque, 
sous V influence de la réclclion normale de la surface et d’une 
force cxtériAire dont la projection sur le plan tangent est 
dirigée en chaque point suivant la génératrice du cône ; si, à 
un instant quelconque du mouvement, on suppose développés 
sur un plan le cône et la trajectoire _dU mobile, et si l’on con- 
çoit en outre que les forces qui produisaient le mouvement 
primitif, estimées suivant les génératrices, conservent dans ce 
développement et leur intensité et leur direction,, en concou- 
rant par suite nu sommet du cône développé : le mobile, sous 
'l'influence de ces forces, continuera à décrire dans le plan, 
'avec les mêmes vitesses aux mêmes points, la transformée de 
la trajectoire qu'il eût décrite sur le cône. 

^ .Quant à la pression exercée par le mobile sur la surface, on 
trouve d’abord, en remplaçant v par sa valeur, actuelle (i) 

i3 


Digitijed by Google 



Ip4 ' SECONDE PARTIE. CHtPITRE DIXIÈME. 

dans la fui’imile (111 ) , • ‘ 


N = 


R sin= , r 


— G cos 7. 


On a d’aillcoi's, en remplaçant i par V dan.s la formule (3(i') 
de la page 1 35, 

. . Ri.sin’V = sina.c tang A, 


pour le rayon de courbure R, d’une ligne t|iielronquc tracée 
,^ur un cône : a désignant dans cette formule l’inclinaison du 
• plan osculaleur de ci^ttc ligne sur le plan tangentg A, le demi- 
angle aà sommet du cône droit, osculaleur du cône projiosé 
suivant la génératrice considérée; et r et- \ 'ayant la même 
signification que dans les formules précédentes. Si dône on 
,veul déterminer le rayon de courbure R de la ligue géodésique 
taugente à la trajectoire au point considéré, il suffit de poser 

«== dans cette formule. Il en résulte - ' 

. 2 • 


R siu’ V = r tang A ; 


et la pression prend celte nouvelle forme 



r* tang A 


■ G cos 7. 



Corollaire. Il résulte du ibéorème précédent que les di- 
verses propositions, relatives ait mouvement plan d’un point ^ 
soumis. à l’action d’une force centrale., peuvent être transpor- 
tées au mouvement sur un cône quelconque. Aiir^i , par exem- 
ple, la trajectoire du mobile sera, sous certaine condition 
relative aux circonstances initiales dü mouvement, une hélice 
conique^ c’est-.à-diCe une trajectoire des génératrices rectili- 
gnes du cône, si la force agissant sur le mobile tend constam- 
moni vers (e sommet du cône,, et si elle est inversement pro- 
portionnelle auenhe de. la distance du mobile au sommet. ^ 


119. Scolie. Les résultats précédents, relatifs au cylindre 
et au cône, peuvent être généralisés, et étendus au mouve». 
ment d’un point sur une surfacc.développable quelconque. 
Considérons, en effet , la trajectoire d’riu mobile sur une 


Digilized hy 


DU MOUVEMEST SUR LA SPHÈRE.- iy5 

pareille surface; développons celle-ci sur un plan, et désignons 
par d et d l’angle de coiitiiigence absolue et le rayon dé cour- 
bure absolue de la transformée plane de la trajectoire primi- 
tive : on aura, d’après le ibéorème de M. Liouville (voir 
page 8), : • • ■ 

•et l’on pourra écrire simultanénieni les formules suivaulés, 
idéntiquemeni érpiivalentes, deux à deux : - ' 

■ ■ ‘ 7 ^ 

011 (i) - e = ‘“'■e' ; 

ou (a) P z= G singy . sin V, 


r_iv_: 


(I) . 

(>’ ■ - 

(II) — z= G sin 7 . sin V, 


Or, les formules générales (l) et (II) sont applicables a* 
mouvement dans le plan, pourvu qu’on y reniplace les élé- 
ments relatifs à la courhwm géodésique de la trajectoire par 
les éléments analogues relatifs à la courbure absolue. L.e.& for- 
mules (i) et (a) débnissent donc le mouvement, suivant la 
transformée plane de la i trajectoire priiultivc, d’un mobile 
sollicité par uiie force, dont la grandeur est Gsiny, et dont la 
direction fait un angle V avec la direction du mouvement. On 
a donc cet énoncé général : Dans toute surface développable, 
/«'trajectoire d'un point matériel qui se meut sur la surface, 
et la vitesse du mobile en chaque point delà trajectoire, se 
conservent, dans le développement delà surface sur un plan; 
pourvu que la composante, suivant le plan tangent, de la 
force extérieure primitive conserve^ dans le développement, 
sa grandeur a.bsolue et son inclinaison par rapport à la tra- 
jectoire, 

- • IV. • . 

Du mouvement sur la sphère. 

120. Hypothèses et notation. Nous considérerons exc/««- 
vernent, dans ce qui suit, le cas du mouvcmenl sphérique d'un 
mobile soumis à la réaction normale de la surface et sollicité 
par une forc^^xtéricure G , constamment située dans ' le" 

i3. 
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déterminé par le mobile et pariai diamcU'e fixe AA' 
de la sphère. ■ Ce cliainètro représentera, eu particulier, la 
coimnunc direction des forces.’extérieurcs, quand elles seront 
‘ supposées parallèles ; 6t son extrémité inférieure A pourra, 
dansions les cas, recevoir le nom deeentre des Jorccs cenco'tt-. 
railles, It’résulle de cette liypotln'xse que \acomposadte suh'aiit 
le plan tani^ent, Gsiny, de la foiye extérieure qui agit sur Je 
«nidlnlc en m, est dirigée siueant la fangenleà l’.arc de grand' 
cercle mk qui réunit Je point m au point A; et que l'angle 
désigné précédemment par V n’est autre chose que l'inclinaison 
de l’arc A m sur la tra jectoire mm'. » ' ' - 

. Nous prendrons donc le point A pour origine -des coordon- 
nées polaires p = arc A m et tp ; et nous désignerons par p l’arc’ 
3e grand cercle, abaissé de l’origine perpendiculaireinenl à 
l’arc de grand cercle tangent à la trajectoire en m; l’arc j> 
étant défini par l’éqviatioii sin/J =*:sinjO sinV, 


121. Cela posé, remarquons d’abord que la trajectoire dU 
mobile est iiécèssairemcnt située, jiar rapport au grand cercle' 
tangent en l’iiii quelconque de ses points, du même côté que 
l’origine A des rayons vecteurs : car la composante utile de la . 
force extérieure étant, par hypothèse, dirigée suivant la tau- 
gentc au rayon vecteur sphérique qui aboutit au pôle A, son ^ 
action a pour effet d’écarter le mobile du grand cercle qu’il dé- ' 
criraitavcc sa vitesse actuelle, si cette force était supprimée, 
et lie le rapprocher du pôle A. Nôus devons donc, d’après la 
Remarque II de la page 4^, écrire 


ils sin^ . il p 

Cg d, sin p 


pour le rayon de courbure géodésique de la trajectoire; d’où 


f/.i <7.sinp 
dp. 


sin 0 


D’aillcjii s, on a toujours, çn gi-andeur et en signe. 


ds _ 


cos V 
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il cil 


resii 


lie 
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•y? 


I »/.sin// . <‘g __ f/.siii/< . siii /I 


>sV. 


?*" f' 


lanjjV 




laiigV 


— I. 


sin V si II P 
bin /I ; 


sin^y 


Vl la siibblidilioii de, celle dcniière valeur ilaiis la f()niiiili;:(l ) 
tic la [lage 1 86. nous donne d'aboi’d, 


• in '1-=.^ = .^— 

-, ‘ siii/i siiipsiiiV 

Doiic ; La vi/esSCs en chaque point de la trajectoire, est in- 
i’erseinent proportioiiitelle ntt siini^ rie hi distance sphérique 
tlu centre des .forces concourantes^ à l'arc de ■f'rand cercte 
langent à la trajectoire au point considéré. 

^ La i'ormule (11) ’ ■ 


• , ■ f GbiuTt.siiiV . 

te . * 

donne eiisxiiie, cuteiuplaçaiil ppar Sa valeur (1'), 
lll') 


' • sin p.i/o 
— — — - ■ 
* ■ «.SIM// 


C' 


G siiiyisin’/j.siiiV ’ . .. . 

cl la formule (lH). dans laquelle le,;'ayoii de courbuie H de la 
ligne géodésiqiic langeiile à la irajecloire sera- renqilaeé par le 
rayon de la spbèrc qui a élé pris'déjà pour-uni lé, nous donnera 
enfin i .. - ■■ . i.-' ‘ * 


(III')- 


• - , 'N = G cos 7, 


pour la pression exercée par le -mobile sur la surface'. 

Telles 'sont les équations générales-.détinissant le^ diverses 
circonstances du mouvcmenl sphérique d’un point soumis à 
l’action de forces que l'on peut appeler coneon/Yi/ito ; la se- 
conde fournira réquation -dilléreiiliellc, eiilix' certaines coor- 
données sqiliérïqiies, de la' trajeetoire cherclice', quand, après 
avoir parlicufa^é la loi de.s-forcesj ou y remplacera (î sin y par 
la valenéqui refnmd à la loi supposée; et sous leur forme gé- 
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néralc actuelle, les ë(|ualIons (I') et (H') sont analogues aux 

formules connues • ' , * 


(«') 


C 

e= -, 

P 




P = 


G . sin V 


-t 


qui déGnissent, à chaque instant, la vitesse et le rayon de cour- 
bure p' de la trajectoire d’un point matériel se mouvant, dans 
un plan, sous l’action d’une force centrale. Nons verrons 
d’ailleurs que cette analogie, ainsi constatée d’une manière 
générale, ne disparaît pas dans les applications et devient, au 
contraire, plus frappante, quand on particularise, d’une ma- 
nière semblable, la loi des forces qui produisent le mouvement 
sur la sphère et sur le plan, - ^ 

• Scolie. Les formules précédentes sont 'les seules que nous' 
nous proposions d’eniployer. Nous établirons néanmoins d<;uV 
autres formules, analogues à celles de M. Binet, et fournissant,'' 
en fonction des coordonnées sphériques p-et de la trajectoire, 
les expressions générales de la vitesse du mobile et de la^orce 
tx7i/r«/e qui aet:élère le mouvement. 

On a d’abord 


f/û’ -4- siri*p,<-/-l'’ 
^~dt‘ 


, et sin’p. </:{; = C<*, 


C désignant une constante; cette dernière relation provenant 
de ce que la projection du mobile, sur un plan perpendiculaire 
au diamètre central, décrit des aires .proportionnelles aux 
temps.. 

On a donc, par l’élimination du temps; 



^ ” Lsin’p ' \ d4f 

Cette formule n’est d’ailleurs que la traduction, soüs forme 
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dill'ëiT'nljclhî, de l’é(|ualion (!') 

Ù'K, ' ' - - 


, sin ü sins.sitiV ' ' ' 

Si l’on désigne ensuile par R la romposanle de la force exlé- 
rietii-c suivant Icpdaii langent à la splièi c, composante dirigée 
suivant la tangente au grand cercle qui joint le mobile au point 
central A; on aura, d’après le principe des forces vives, et en 
regardant la composante R coininc positive quand elle tend à 
rapprocher le inobUe du point central,’ ' ^ -■ 


,r/.r’ = ±2RcosV.</S = — 2 R.</p,’ 


ou 


tl.v' 


P.. 


= - 2 R. 


l)e là, en difrércnlianl l'équation (1\ ), en substituant (T 
suppriinaut le facteur commun — a , 

■ r' - 

. , ■ . «-.O- “/-Wj.— . 

■ L*'" P P 'f'î' , J ' 

d4- 


que l’oji peut écrire 


.IV) .q,.,.- sin'pLtang».. 

■ ' . ' . * ' • 

Les ^formules qui çorrespondent au problènae analogue dans. 

le plan sont, comme on sait, ' • ’ ‘ 


' , •. ' Applications. ■ . 

. 122. Première application ; an petiduje sphérique,' . . 

Si l’oa suppose la force cxiérieure'conslanle, en grandeur 
et en direction, on re.ioinbe suP le problème du pendule sphé- 
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riquc; et les formules précédenles, dans lesquelles on doit 
i cinplacer G par g et 7 par 7 t — p, deviennent,, par ces substi- 
tutions, ■ • 

C . C : 


(X) 

(Y) 

(Z) 


sin )j sin p . sin V . 

sinp.</p C’ 
rf.sinp ^.sin’p» 

t»’ , 

N = - -4- g' eos P ; . ... 


on en déduil aiséruentles équations ordinaires, représentant la 
trajectoire décrite par rexlrémité du pendule et les circons- 
tances principales de son Inouvement". _ , 

En elfetj riiitcgrauon de l’éiiuaiiou (Y) ou, plus simplement 
encore, la comparaison de là formule (X) à la formule ordi-.,.. 
naire 

t' ' . 

= V,‘‘ + Z g {z ï„) = 2g(cOSp-t-/l — cosp,), . 


, C' 

sin’p(cosp + n — cospu) = — > 


O 


donne d’abord 

(')' 

ou ' 

( 1 ') sin’ P (cos P -t- A — çosp„).sin’V = 

On a d’ailleurs , . ' . „ . 

„■ . do sin P . „ , sin P 

taDgV=sin p: -77=-V-î sinV = -7=i===:, 

f/'î' 'P . ^p'’-t-sin> 

et si, poiTaiit cette valeur dans (i'), on résout par rapport à 
p', il vient . ' . ' ■- . 


^ y/sin’p(cosp -+- A cos pj) — 


C’ 


/c^ . 

• y 2g 


■ . Dii ji''.;od ay Google 


DU MOUVEMENT SUR LA SPHÈIUE4 ' 201 

, !■ . . . , '/P ■' 

ue la , en posant cos p — z. sin- o = i — s*,'-— = » 

' lli, \/l — 2» 


(X.) 


V 


L’cquation (X), appliquée aux données initiales dii mouvement, 
fournil d’ailleurs iirfmédialement l’expression de la constante.. 


a savoir 





C’ = l'J silé p., sin’ V„ 

II 

sin’p, sîn’ Vj, 

d’où 




iiy. 

iw 

C’ ... . ■ 

— = A sin’p,,sin' 'V, 
2&’ 

= A (. 

— il) sin’ V,. 

Ëniiii, r 

* 

on tire successivement 

de l'équation (X) 


lis C 

fit sinp.srn V’ 


> • . I . ■* 

«^ = ^sinp.d^sin V = - sÎDp.sinpdj}- ^ 

f - • 

cdt : ■ 


’ (l — 2') dl}> - ' 

y_. (f— — c. . • ’ ; 


f/| = 


1 — 2' 


dont la comparaison à Ja rélatioii (Xi) condûit à cette autre' 
formule ; : ' ■ 

(X,).. ' dt-. '■ - th 


V^- \J ( 


P) (2 rt- /t — z,l — — ' 


■Quant à la pression, la formule (Z) devient, dans notre nou- 
velle notation, - 


(X,) 


gz ; 


et les formtflcs (X,), (X,), (X,) sont identiques à celles qUe 
l’on obtient par l’emploi de la méthode analytique ordinaire; 

123. Les formules (X) et (Y) mettent en outre en évidence 
des analogies remarquables,, et non. encore observées, entre le 
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mouvetnetU de l’exlrémilë du pendule spliéiiipic et le mouve- 
ment plan d’iui point maiéricl attiré par un centre fi?e pio- 
■ • portionnellement à la distance. • . ' 

On sait, en cHet,etc’estun des premiers théorèmesdécouverts 
par Newton sur les forces centrales, (]ue ht vitesse en un point 
quelconque etc la trajeâloire elliptiqué plane est inversement 
proportionnelle à la distance du centre attirant à la tangente 
eh ce point ^ le. ray on de courbure de l'ellipse en ce point étant 
en raison inverse du cube de la meme; distance : et il résulte 
de nos formules que dans le, mouvement sphérique considéré, 

, vitesse en chaque point est encore inversement proportion- ' 
nelleau sinus delà distance sphérique du'point central A de 
la sphère à l’arc de grand cercle tangent à la trajectoire ^en 
, ce point, le rayon de cpurbure géoîlésique de la^ trajectoire 
étant, de -même, en raison inverse du cube du niénye siniis, ' • ■ 
On aperçoit aisé.meut -d’ailleurs la' cause prèmière, l’origine - 
de ces analogies ; car, dans le mouvement sphérique, la com- 
jiosante de la gravité suivant le plan tangent à la Sphère est, en 
chaque point, dirigée suivatil la taiTgente à l’arc de grand cer-„ 
cle m\ qui joint ce jroi'nt au point qcntral A, et la grandeur’ 
de cette coiiqrosaiite est proportionnelle aù sinus du même arc. 

Les analogies des deux moirvemcnts^ assez Intimes comme 
on le voit, s’arrêtent cependant aux trajectoires elles-mêmes; 
et la courbe décrite par l’extrémité du pendule n’est pas une 
ellipse sphéritpie (vo/rp. ^o5 la cinquième application). . 

’ .V . ' 

124. Les formules (X) et (Y) permettent encore de déter- 
miner d’une, manière très-simple quelles doivent être lés cir- 
constaricc.s initiales du niouyement pour que la trajectoire dé- 
„ crite par l’extrémité du pendule soit un petit cercle de la 
sphère; sans ajouter, comfne on le fait ordinairement, cette 
restriction Inutile que je petit cercle soit horizontal. 

Pour que la trajectoire, en cfl’et, soit urt petit Airclé, il faut 
et il suffit que son rayon de courbure géodésique soit constant; 
ou, d’après la formule (Y), que l’arc p demeure constant. Mais 
• on voit immédiatement dès lors, que les arcs p eCp coütçidcnt, 
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et que le petit cercle cousidéré est iiécessaircinenl liorlzontal ; 
en même temps les formules (X) et (Y), dans lesquelles ou 
remplace par laiigp et p par p, devieiiueut 


d'où 


sin’ a : 


o = g- 


II eu résulte que la vitesse est constante; et, en particulier, que 
lu graudeur de la vitesse initiale est définie par la relation 


-(•Tl), 


I — 


ipô 


celle vitesse 'éiant^d’ailleur.s dirigée suivant la. laûgentc au 
petit cercle, 'et étant'dès lors perpendiculaire au plan vertical 
du point de départ. • . 

12o. Secont/e application. La formule (V), dans laquelle 
on rcmplaciu a le nombre constant g par le nombre indéter- 
miné G, peut servir, Cn particulier, à déteniiiucr la loi géné- 
rale (les forces parallèles capables de produire un moui>ement 
circulaire.' . • 

Si l’on regarde, en ell’et, r^ comme conslanl dans cette for- 
mule, ou en déduit , ’ - . • 


(*,) 


0 = 

sia'p 


pour expression de la force en Vliaqiic point de la trajectoire 
circulaire, désignant une constante : et l’on voit que si la 
force G est constante, il en est de môme tle/t, et le cen le décrit 
par le mobile est horizontal ; tandis que si la force est variable, 
il eu sera de môme de p, et la 'trajectoire du mobile sera un 
petit cercle quelconque de la sphère. . . . ■ ^ 

Si, au lieu de considérer la valeur absolue de la force, on a 
seulement égard à sa composante utile Gsinp, oh déduit,’dc la _ 
formule précédente,' . ^ ^ ' 

fx',) * ' •• G' = Gsinf,=E : ■ ^ 

* siD^p.snrV - - 
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pour cxiM-ossion de cette composanlc ; el celle formule est aiia-. 

loeue à la formule connue •• .. • 


G' = — — 

’ r’sih’V' 


(jui définit la loi des forces cenlrales capablesde produire, dans 
le plan, le mouvemeut çirculairc d’un mobile. 


126. Troisième application. Proposons-nous de déferiniiïer 
la loi des forces parallèle^ (î, capables de faire parcourir 
an mobile une ellipse sphérique ayant le pôle A pour l'un 
de ses joyers. 

Nous avons trouvé, pour le ravon de rourbure géodé.siquè 
de l’i'IIipso sjibérique rapportée à l’uu de s<>s foyers A (voir . 
p. 45 , formule 11 ), . _ . - 


»sin f a 4-7) sin (a — 7) l _ I ■' 

siii^V •sintv’.. 


sin2a 

. ' 4 


A désignant une eons'.ante; et la comparaison de celle valeur à .' 
la suivanie >. • . • . 


^ G sin^p G siii'.p . sin’V * '• . 

. * * * • «k*. ' 0 

déduite de la fonnule (Y) en y réinplaçaiit g par l’indéleriniuée 
G, donne, pour expression de la force cliertTiée, ' 




/ sin ' P 


ou 
(a:.,) 
et . 




<} = 


’C-sinaa 


C' 


asiii sin(a — 7) sin^p 

■ • / '-V • ■ ■ 

C' . ; 


• G sin P ; 


.C' désignant uîie nouvelle coiistanle. 


*127. Quatrième -applicahon. Deinandons-nous eiicùre, 
quelle est la loi des forces parallèles, capables défaire par~ 
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courir nu mobilo une loxoflronne sjtJiérique ayant pour pôle 
te. point À ? ' * 

Aoiis ]»ourrons cncfire, pour résoiijre le |)r(>l)Icme le^iliis 
sinijilemçiu possible, employer U formule (i 3 ) de l.i page 47, 



siii P - 
sinV..cosp’ ■ 


qui donne le rayon (l<‘ coiirliure géodésique de la loxmlromic 


spbéri((iie ; et sa 

('oni|>araisun 

a\cc la fo 

rmnie (Y) nous don- 

liera 



'• V 



SI n o 



Gsin’p . sin’V 

sin V , cesp . 

Delà, en remarq 

Haut que \ c.sl 

ici une con,sianle, - • . 

(^.) : 

o=J^L. 


’rosp ,7 

sui’V 

sm'p 

' sin' 9 

et 



y 

(•T.) ; . 

. G sin jj ^ 

C' . cos P 



sin’ P 

~ '' 

128. Cinquiènie application. Détenuiher lu loi des Jorct-.t 

parallèles capables de faire parcourir 

au mobile une ellipse 

sphérique aj ant 

pour centre h 

point A. 

r 

ba comparaison de la fonnu 

le (Y), 

l 

V , . . ' 

/ 

... 

G’ 

* ' . ^ • ' - • 


- 

r.sin’/iî 

• •* 

à la formule (10) de la page 

44, ■ 


' ê 

rg = < 2 * b 

, cds’p 




’ sin’/i 



qui exprime le rayon de courbure géodésujue d'une ellipse 
sphérique rapportée à son oentre, donne iinniédintement, jmuc 
la foreo (i capable du mouvement dont il s’agit, 





JL ’ 

n‘‘ b‘‘ cüs^p ' 
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G SID P = -J- • 
‘ a' b’ 


cos’ P 


On a trailleiiis, pour la pression exercée par le mobile sur la 
surface, ■ . • 


N = i 7!“ ^ P ' 


C= 


• C’ 
a‘ b‘ 


ou 


N = C’ ( 

\ sin'/; 


si'v/j 

I 4- tan"®o 




pl si l’on i-emplacc dans le second membre ^7^ pai\sa valeur 

tirée de l’équation (C), page 44 5 il vient 

f'rt’6*-+-fl’-l-A’'^tang’p ' ■+■ '“"o’p\ _ i+a^+b'+fi^b’ 

,a^ b^ fi’Â’ / . 


N = G’^- 


OU 


r constante. 


,,, . f . -- 

' ' «’o’ . sin'a.sin’p • ^ 

Il résulte, de la propos! lion 8 du livre des Principes, qac. 

V ellipse plane peut être rlécrile par un mobile soumis à une 
jorce atlractwo, perpeniliculaire à l'axe de V ellipse, et inver- 
sement .propoftionnelle au cube de la distance à l’axe. El il 
l'ésulte dè même des formules précédentes que /’e////Ate 
rique peut être décrite par un mobile sollicite par une force 
répulsive, perpendiculaire au plan du grand cercle qui a pour 
pôle, le centre de l'ellipse, et inversement proportionnelle^ au 
cube de sa distance à ce plan j la réaction exercée par la 
sphère sur le mobile étant d'ailleurs constante. ’ . > 

Remarque J. L’èllipse plane, considérée comme section du 
cône, peut être placée sur le ejlindrcj et il en est de même de 
l’ellipse sphérique : car cette courbe étant', par définition, 
l’intersection d’un cône-de second degré et d’une sphère con- 
centriques, 

-1 yl JÎ 

nr— *^ = o. x'+f+z^—i. 


X* 
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} y 

elle apparlieiU à l’im quelconque des irois.eyliiidres du second 
degi'é, donl on obtient les é(|uaiions en éliuiinant alterna li ve- 
inent Z, J' ou X entre les deux équations précédéntes. Par la 
première éliininalion on trouve . 


I + 




■ = I , ou 


sin’f 


,et l’ellipse que- représente cette é(]ualion dans le plan des xy 
peut être considérée comme la trajectoire d’un mobile soumis’ 
aux projections des forces N et G sur ce plan. Mais la jirojcc- 
tion delà dernière est nulle; la pi'ojeciion dp la première passe 
constamment par le centre de l’ellipse : elle est donc propor- 
tionnelle au rayon vecteur delà projection; et l’on parvient 
ainsi , d’une manière intuitive, à la conclusion qüc la réaction 
primitive I\ est constante. 

On peut xalcnler aisément la durée commune T = T' de la 
révolution du mobile projeté sur l’ellipse plane, ou du mobile 
primitif sur l’ellipse sphérique. Car si l’on désigne par jo', o' 
et N' le rayon vecteur du mobile projeté, sa'^v ites.se et la force 
qui le sollicite, on aura, en employant des formules connues,, 

aC' 4 f-’’ . , ‘ru' h' 


N'- 


T'; 


et dé là, eii 'remplaçant T', n'^ h' par T, .sina, sin/3, et dé- 
duisant la valeur de C', en fonction.de G, de la comparai.son 
des formules • ■ . , ' • 


( = ) 
il vient 


. a 

IS — . — ^ — 7; et 

sin’œ sin’p 


N': 


" sin’asin’8 “ 


■n sin a sin 


C' 


2 r Sin St. sin [3 
C 


a JT 

w 


La durée de la résolution sera donc lu même pour toutes les 
trajectoires elliptiques dans lesquelles la pression exercée 
par le mobile sur. la surface aura la même valeur. 

Remarque II. La -projection de l’ellipse sphérique sur le 
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plan des xz est encore nne ellipse plane si b, et cette pro- 
jection peut être considérée oonitnc la trajectoire d’un'mobile 
fjui serait soumis premièreinerif, à une force attractive K', 
émanant du centre de l’ellipse et proportionnelle à la distance; 
secondement , à une force répulsive G'— G, dirigée perpen- 
diculairement à l’axe liori/.outal de l’ellipse et inversement 
proportionnelle au cnlie de la distance à cet axe. D’ailleurs 
l'ellipse entière n’rst rpie la trajectoire théorique du mobile, 
la trajectoire réellement parcourue se réduisant à un arc déter- 
miné de cette ellipse, intérieur à la sphère, et limité par une 
corde parallèle à l’axe horizontal. Le mobile oscille donc in- 
définiment dans cet arc, sa vitesse devenant nulle à chacune de 
ses extrémités, et la durée .d’une double oscillation étant définie 
]>ar la formule (t). Enfin les oscillations dans deux arcs déter- 
minés, appartenant à deux ellipses distinctes, seront isochrones 
toutes les fois tjue les forces centrales, qui concourent auxmou- 
vements oficillatoires ])ioduils le long de ces ares, auront la 
môme valeur à nne même distance du centre. Ces résultats 
ont quelque analogie avec le fait, observé par Lagrange et Le- 
gendre, et expliqué d’une manière générale par M. O. lîonnet, 
de la conservation de la traji'ctoire dans la superposition de 
diverses forces capaliles, isolément, d’une même trajectoire 
- [Journal de Mathématiques, i844î tome IX, page iid). , • 

129. Scolie. Les formules précédentes, qui doniumt la loi 
des forces capables de faire parcourir an mobile un petit 
cercle, une loxodromie ou nne ellipse sphérique, présentent 
une intime analogie avec les formules correspondantes, rela- 
tives au mouvement plan d’un j)oint matériel soumis à l’ac- 
tion d’une force centrale. Il convient néanmoins, pour la faire 
ressortir d’une manière plus contplète, de n’avoir égard, dans 
les foiinules relatives au mouvement sj)béi itpie, qu’à la coni- 
‘ posante» t/té/c Gsinpdela force extérieure, et non à la valeur 
absolue G de cette lorce. ‘ , 
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' • S'- 

^ Du mouifement d’un point sur une surface de réi'o/uUori 

liiO. On a, pour' l'angle Je contingence géodésique e^ d’une 
ligne quelconque tracée sur une surface de révolution [voir 
page 122, formule 33 ^is),^ ' ‘ 


(A> 


.=-( 


f/V 


sin V dr 
cosV 




V. désigiLant l’inclinaison de celle ligne, au point considéré, 

, sur la section méridienne jiassant par .ce point, ét rie rayon 
du parallèle correspondant. ■ ■ , 

Si donc on suppose que la ligne considérée Roit la irajecloirc 
d’un mobile soumis à la réaction normale de la surface ct.d' 
une force extérieure constamment dirigée dans le plan delà 
section méridienne, la projection de celte force sur le plan 
tangent sera toujours dirigée suivant la tangente à,la Section 
méridienne 5 la lettre V aura la même signification dans l’équa- 
lioh précédente et dans les formules générales (I), (II) et (HI) 
de la page 186 : et l’on aura, en remplaçant dans la première 
de ces formules par sa valeur, ' • * 

= _ = r,.ny; 

JtangV • JtangV J r 

et, par suite, ’ - 

( 1 ") 


r. sinV ■ . ■ ' 

C désignant une constante. La formule (Il)-devicndra alors • 

Gsin^.sinV Gsiny.r’siu'V’ ^ 
et l’on aura toujours, pour la pression, . - . 




iS — G cosyr 
R 
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131. Sans nous arrêter à la (iisc ussion dn signe —r qui liguir ' 
au soconcl membre de la formule (A), proposons-nous de dé- 
terminer directement l’expreSsion de la vitesse. • 

: * Nous remarquerons, h cet etîet, <pic, par suite de rhypollièse 
sur la direction de la force extérieure, le mobile petit être 
, considéré coin nie se mouvant librement dans _1 espace, soii.S 
• l’action d'une force, nniqnè‘réncontrant constamment l’axe os 
delà surface ; il en résulte que la projection du mobile sur un 
• plan perpcmljculairé à l’axe déciit des aires proportionneljes 

aux temps ; et l’on a •- , ' - 


0 'unc coiislîuite. On a, d ailleurs, 

. ■ ' ■ ■ • . (fs = 0 . clt-, . 


et l'on déduit, de la éombinaison de ces deux relaiion.s, 

" ' C . ' G > ‘ G ■ 


(la> 


nlt^ rsinV 


ds 


di 


On voit que cette formule renferme celle que nous avons dej.à 
doilnée sur le .mouvement spbériijue d’un point' matériel ; et 
qu’elle est compri.se elle-même dans 1 observation de Newton, ■ 
• ' qui a été rappelée au commencement de ce cliapitrc.-' -, . ■■ 

■ 132. Applications. Proposons-nous de déterminer (jr«e//es 
doiuE/it être les ‘circonstances initiales dwniom’enient, pour 
que le mobile parcoure, dans le cas ordinaire de l-a pesan- 
teur, un parallèle de la surface, ' "■ ' . 

On aura, dans ceVas (rioiV' fig. 53), 


V=ï. 


r= constante; 


r 

■ — ^ 1 
COSI 


• et y = 7r- 


i désignant l’angle aigu que fait avec l’axe la normale .à lai sur- 
face, On trouve, par la_ snbstilniien de ces valeurs dans les 
équations (T) et (II)i , ’ 

G’ , . - G 


G ■ . ■ '*.-/■ 

c = I'. = - = constante, — — 
r ■ - cosi 


S Slll ! . I- 


ou ^ =r tang / : 
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et la comparaison <le ces formules donné ■ • ' 

(-M ' . i' = \/g- . c_. tangi ' 

- ' ' . ... . . ' ‘ 
pour la grandeur de la vitesse initiale, qui devra d'ailleurs être 

dirigée |>erpcndiculairement au plan Vertical passant par le 

point de déparu , • 

Le mouvement du mobile sera donc uniforme,^ et la durée 

de sa .Tévoluyon sur le' parallèle sera donnée par la formule 


T = 2 îT .' - , on 


I r -/s -N 

T = 2.7r i / \ / ; 

V ê'.-. tangf . ,V g ■ 


S.iN désignant la sous-normale de la section méridièinie, au 
point de reiTContre de cette section et du parallèlé décrit par le 
mobile ; Cette durée est donc égale à'cellh de V oscillation 
totale d'un pendule simple, d'une longiieiw égale à la soits- 
normale (Euler, Mechanied , t. II, p. 492)- 

Si la' surface' est un parabolo'ide de révolution, les temps 
périodiques seront égaux poiir tous les parallèles ; et la lon- 
gueur du pendule siiiiple effccluant une oscillation totale, dans 
le même temps,-ser,a égale au demi-paramètre de la parabole 
méridienne (Huygens, Uorologiuni osçillatoriurh, p. 160, 
VI 5 Euler, Mechanica, t. II, *p. 493 )- 

On trouve d’ailleurs pour la pression normale, en rempla- 

• ' 0- 

çant dans la formule (III') R par et y par k — 1, •.* • 




sin f -H g cos/ ; 


et de là, en ayant égard à l’expression actuelle (A) de la. vi- 
tesse, et en sirnplifiant, , ; , 


(B) 




133 . Proposons-nous encore de déterminer quelle doit êtrë 
la section méridienne d'une surface de résolution, pour qd un 
mobile parcoure sur cette surface une loxodroinie, . sous l'ac- 
tion dune gravité constante. ' _ ,■■■ 


.'L 
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Il surtil, poup résoudre ce problème, de comparei la for- 


niiile(II"), qui donne rcxpi essîoii générale du rayon dccoiir- 
, Fig. 53. bure géodésique de la irajecloire, à relie 



formule ('Do/r p. laS, formule 35) 


sin V . cosi ■ sinY . C0S7 


qui représente le rayon de courbure géo- 
désique d’une loxodromie coupant, sous 
l’angle constant V, les divers méridiens de la surface, 
ôn déduit de celte comparaison l’égalité ... 


ou 


sinV.cos7 g'sin7 . c’sin'V 
G' ' 


n tang7 = 


fi- sin’ V 


= C', 


C' désignant uitc nouvelle constante. De là, en ^>osant ( l'o//' la 


... . . dr 

figure) r = x, tang7 = tangi= 


dx 
' 1 ^ ■ 


dy 

F' 


■On en dédui t 


x‘‘y = constante 


pour équation de la section méridienne de la surface cherchée ( 
et cette .section, comme on voit, est une courbe hyperbolique 
du troisième degré, appartenant à la 69® espèce de l’énumération 
newtonienne. 


§ VI. 


Du moiivemenl d’un point sur une classe particulière de 
surfaces gauches, dans le cas oit la courbe décrite phr le 
mobile est une trajectoire des génératrices rectilignes de la 
surface. . ^ ^ 


I3Î. Ou a, pour le rayon de courbure géodésique d’une 
trajectoire sous l’angle V des génératrices rectilignes d’une 
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surface gauche quelcoiique ( voir page 1485 foVmule /jo'), 

_ I + X= R’ r ' ' 


(•) 


• R... 




sin V 


(Vou rt>n déduit, successiv’ciiient, 

r, = — — • sin V . ïif , 

. ’ 1 + A’ R’ ’ 

A’R 


.( 2) 


‘■S 

lang V 

. -'i— • 
lang V 


I - 4 - A = R ' 
/“R. r/R 
I -4- P R’ ■ 


co s V . <* , 

■ </fi + A’R’) 
’ 2 1 + A ' R • 


I^ie. 54- 


si l'on règarile h* surface gauche comme engendrée par les 

bi-normales d'une ligne à double 
courbure dont la seconde courbure 
jlemeure constante : auquel cas on a 

r/R — ris. cos V, 



ainsi (|ue 
'(A) 


<3=0, . 
et A = constante 


-( voir la notation de la page l44)- 

Cela posé, si l’on regarde la trajectoire actuelle eoiiime 
décrite par un mobile soumis à la réaction normale de la sur- 
lace et à une force extérieure (i, dirigée eu chaque [Miînt sni- 
\ ant la génératrice rectiligne OA de la surface; eu transportant 

la valeur (2) de ^ ^ dans la formule (I) de la page 186, et la 

valeur résultante de v, ainsi tjue la valeur (i) de R,,jS= r^, 
ilaus la formule (II) delà même page, on aura ces deux équa- 
tions :• ^ - 

C 


«' = CVH-A’R== , 

cos f 

(’.= C’.A-.‘r, . 


il')'-- . 

(H') ; 

Kllc.s Conduisent à tel' éupncé très-simple ; Les forces, dirigées, 
suivant les génératrices de loi surface,' ei tapahles de faire 
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parcourirau mobile une trajectoire «fe ces génératrices, sont 
proportionnelles aux segments interceptés sur les généra- 
trices entre la trajectoire et la ligne de striction de la surface; 
et la vitesse du mobile en (Shaqite point, estimée suivqnt ‘la 
tangente au point coi'respondant de la ligne de striction, 
demeure constante celle dernière propriété résultant de la 
formule (!') que l’on peut écrire, l’angle V étant .constant, 

l'sin V . cos O = Csin V = constante. , 

‘ . 1 ' 

II résulte encore delà une autre propriété curieuse, relative 
aux mouvements simultanés de deux mobiles lancés en même 
temps, de deux points situés sur une même génératrice, et sui- 
vant une même inclinaison V par rapportât cette génératrice. 
On aura, en effet, à une époque quelcom|ue. du mouvement 
simultané des deux mobiles, , 

l'sin Vcoscp = C sin V, G=C“^’R; 

• v'sinVcosy' = C'sinV, G' = C'’X’R'. 


' Si donc on pose 
(B)' 




on aura, successivement. 


V sin V cos i]> = r' sin V cos 

ris . ’ls' . ■ 

' — sinVcos<p = '-7-sinVcos<p , 

' dt . dt 


dé — drs' , 


da et d(é désignant les projections sur la ligne'de striction des 
ai es décrits dans le même temps dt par les deux mobiles.: or, il 
résulte de cette égalité, et en ayant égard à la restriction ex- 
primée par la- relation (B), que les deux mobiles sè trouvent 
toujours, à une époque quelconque du mouvement, sur la 
même génératrice de la surface. ' 

Ces résultats sont immédiatement applicables à X'héliçoïde 
gauche à plan dircctour, qui est du nombre des surfaces repré- 


Digliized by Google 


DE LA BHAtHlSTOCHIlüJIE. 


213 


•sciilées j)ar les éqiialions (A). Ou eu déduit, eii-jiarùculans.mt ' 
l’auglü V, la description, par le inouveiuciit d’uti point, des 
lignes de courbure de celle suiface, qui coïiicideiil, connue 
ou sail, avec les trajectoires sous l'angle jle 43 degrés des gé- 
nératrices rectilignes de la surface. 

s S ^ ' 

De la braclijstochro/ie sur une surface de révolution. ' ^ 

13o. L’étude du mouvement libre d’un point dans le plan 
.1 pour complément ordinaire l’étiide du mouvement d’un point 
assujetti à demeui-er ^ur utic courbe plane donnée. 11 convien- 
drait donc de compléter de la niéme manière l’étude du mou- 
vement d’un point sur'une surface. L’un dés problèmes les 
j)lus intéressants, auxquels donne lieu celte étude cpmpléinen- 
taire, est celui qui a pour objet de déterminer quelle est, parmi 
.toutes les lignes qui, sur une surface donnée, réunissent deux 
'points donnés, celle qui serait parcourue dans un teiiqis nii- 
niniuni par un inolnle soumis à des forces extérieures données. 

Ce problème, déj.à résolu par M. lloger à l’aide du calcul des 
variatious, est susceptible d’une solution élémentaire pour 
certaines surfaces particulières, et notamment pour les sur- 
faces de révolution. En effet, de ce que deux portions d'une 
pnteille^surface, adjacentes à un même parallèle, sont super- 
posables, il résulte que la solution, donnée par Maclaurin, du 
jiroblème analogue dans le plan, leur est exactement appli- 
, cable. C’est ce que nous allons faire voir en terminant. ^ s 

i). Soit AMM'B la brachistoclirone cherchée, is^ue du 
point donné A, et coujrani eu 15 le méridien donné ORO'. 
’l'raçons sur la surface les parallèles Ab, Bn terminés aux 
méridiens des points A et B. 11 est facile de voir (jue la ligne 
eberebée coupe orlbogonalemcnt le méridien OBO', et qu’elle 
est tout entière comprise dans le trapèze curviligne AbBn. 
Nous la cbercbcroiis doue parmi b?s, lignes qui satisfont à ces 
conditions et qui joignent le pi>riil A aU-poiiit indetermmé B; 
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et d'ailleurs, tiniles ces lignes, projetées suivant des méridiciis 
sur le parallèle «B, auront inème projection, à savoir l’arc «H. 

Quant à la loi des forces extérieures qui produisent le 
iBOUvement, nous sirjiposerons seulement ; i” que la force 
extérieure, en chaque point de la surface, soit située dans le 
plan de la section méridienne, de telle sorte que la'co/n/>o- 
sante active de cette fofcc', qui produit le travail et les varia- 
tions de vitesse du mobile, soit constamment dirigée suivant 
la tangente à la section méridienne ; 2® que la composante^ 
active de la force extérieure ait la même valeur pour tous les 
points de la surface situés sur un même parallèle : ces condi- 
tions se trouveraient réalisées ,, en particulier, dans le cas 
ordinaire de la pesanteur, l'axe de la surface étan^, supposé, 
vertical; ou encore, dans le cas, plus général, d’une gravite 
toujours parallèle à l’axe de la surface, mais variable d'un 
parallèle à l’autre, et. constante pour un meme parallèle. 

Il résulte, de ces conditions, que la vitesse d' un mobile qui 
parcourrait successivement les diverses trajectoires AMHj 
AMjB, serait la même pour les points de ces trajectoires si- 
tués sur un même parallèle ^ et, en particulier, que la vitesse 
acquise en B, par la chute sur Vune d'elles, serait la même 
pour toutes ; soit e, cette dernière vitesse. 

2). Cela posé, le temps par. AMB parcouru avec la vitesse 
variable v, ou G (AMB, e), devant être un minimum, ce même 
temps, diminué de i elni employé à parcourir le pai-allèle an B 
avec la vites.se sera encore un minimum, 

G. (AMB, r) — 6 .(^/jB, V,) = miniimim. 


D’ailleurs, si, par une suite de méridiens successifs, 011 décom- - 
pose, en un même nombre d’éléments successift MM' et nn', 
la trajectoire AMB et le parallèle’ B ; la différence précé- 
dente sera rendue minimum, si l’on rend minimum chacune 
des dillérences.élémentaires. 


G.(MM', <’) — G.(/<«', 



mi’ MM' wM' 
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ni \r étant la portion fin parallèle (lu point M' correspondant 
" Fig 55 ' portion nn' du parallèle a«lî; et r, 

/■, désignant les rayons des parallèles des 
points M' et B,- de sorte que l’on a 

nn' = mW . - • * 

r 

Eniin, ê, ~ désignant une nouvelle vi- 

> J 

lesse, la différence précédente revient à 
cellctci, ' • I 

.G. (MM', ».)•— G. ‘’r ■ P 

(jui sera mininiiiin, d’après le deinine de la page i si l’on a 
(j^) . sin V = 



V r, 


r r 

r. ■ 


(XJ 


rsinV r, > 

. = — '= constante 


é*quation qui définit la courbe cherchée AMB, et dans laquelle 
V désigne rinclinaiscm de la courbe sur le méridien. 

3). Réciproquement, si l’on compare maintenant /e 
par. AM.M' B avec le temps par louié autre courbe AMiM’|B,x 
on verra que le premier est moindre que le second. Car, pre- 
nant jK»ur éléments correspondants des deux courbes les arcs 
MM', M) M', eomprii entre les mêmes parallèhis ; remar- 
(luant qu’ils sont parcourus l'un et l’autre avec la même vj- 
tesse e,, et (jue les triangles rectangles sont 

partiellement .superposables ; on aura d’abord, suivant le 
lemme, et d’après la condition (.r) a laquelle satisfait l’élé- 
mem MM', . ' . ' 


G.(MM 


ou 


i>) — G . M', ^ < G ( M, M', , i.) _ i~ . I i j , 


G. (MM', (') — G. (/{//'■, G. (M, M',,.i>) — G. 
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De In, en faisant la somme des inégàliiés semblables, et remai- 
qiiant que • ' ' ' ■ 


^E(n/j', V,) =:^C(«,n'-.,^p,) = 


arc nn B 


il 'vient simplement ■ 

■ . 5.(AMB, r)<G.(AM,B, <-). 


G. Q. V. n. 


\ 13 fî. Remarque I. L’équation précédente = eonstaiile 

né di(lérc,que par la •forme de ecjlc donnée par M. Roger 
[Journal de Mathématiques , tome XIII, 1848, page 49)1 


/ rf0, 

r- — = A.pS 


pour le cas ordinaire de la pesanteur. - 

Dans le cas de la sphère, et en posant' r = sin p, l’étpiation 
peut s'’ écrire _ , . • , 


(X.) 


■p = C.sin psin V = C.sinpi. 


(,)n en déduit celte généndisation d’un tbéorème d’Euler -.‘La 
'Vitesse, en chaque point d'une hrachistochrone sphérique, est 
directement proportionnelle nu sinus de la distance sphérique 
du centre des forTcs O de la sphère à l’arc de ^rand cercle 
■ tangent à la courbe au point considéré. 

• . Remarque II, On déduit, de l’équation (X,), 

(') </p = Crf.siii/>, • - 

On a d’ailleurs, dans le cas ordinaire de la pesanCour, » 


, ou ■ 

( = ) 


f/.p^ ou ap. r/p 9. "sin P cos V 


V .dv— — ^ sin P f/p. 


De là, en divisant (2) par (1), membre à membre, et rempla- 
çant dans rériuation résultante par le lavon de conr- 

■ . . . a sin/j ‘ • . ■ ' 
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hure géotlc'sique fg == — de la Irajecloire, il vient 

(X,)' 


' • r, il . r», 

C * 


À désignant une constante. Or, si l’on rémplace dans cette 
formule e par ^ et / ^ par — j e„ désiguant l’angle de contin- 
gence géodésique delà trajectoire, il .vient, en sithpiiliant. 


et l’on eu déduit 


,lt 


' f'-Ê ' ! 

j~~ = X = constante ; 


c’est-à-dire que le temps T, employé par le mobile à parcourir 
un arc partiel quelconque K' K de la hrachistochronc splté- 
rique, est proportionnel à la valeur de l’intégrale J e., ou 

^ —•> prise de l’origine à l' extrémité de l'arc A' IV. Mais on 

trouve aisément que cette intégrale représente l’aire sphérique 
comprise entre l’arc A' B' et les tangentes sphériqives menées 
par ses extrémités, augmentée de l’angle extérieur formé par 
ecs mêmes tangentes ; donc, dans^ le mouvement général sur 
une brachistochrone sphérique AMB d’un point-soumis à la. 
pesanteur, le temps, employé par le mobile a parcourir un 
arc' partiel quelconque A' B' de sa trajectoire, est propor- 
tionnel à l’aire sphérique, comprise entre cet arc et les tan- - 
g'entes sphériques menées par ses extrémités , augmentée de 
l’angle extérieur de ces memes tangentes ; ou, encore, pro- 
portionnel a r arc correspondant a'I/ de la courbe supplé- 
mentaire. . ^ . ■ ’ ' 

Jlemnrque III. Quant à la nature de la brachistoehrône, 
la comparaison des formules (X,) et (X,) fournit cette rela- 
tion, . ■ 


= constante, 

sin/< 


-^.■= constante; 
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I désignant l’angle .sous lequel le grand cercle tangent à la bia» 
chistochroiic spliériquc coupe l’équateur, ou, le cercle polaire 
du centre dés forces O; ét l’on sait que, dans le plan, le rayon 
de- courbure de la cycloïdc est pareillement, proportionnel au-, 
c-osinus de l’anglequé fait la iaiigeiite avec.l.a base de la courbe. 

Remarque IV. L’énoncé précédent se sîuipliln', tjuand on 
suppose que le rayon de la sphère augmente indéfiniment; et 
l’on en déduit ces propriétés nouvelles des brachistocbroncs 
planes, (jue l’on peut d’ailleurs -établir directement de la . 
luènie manière : ' 

1. Si Von circonsoril à une demi-cycloï(ie AMB une por- 

tion de ligne polygonale régulière , c’est-à-dire à angles 
égaux, dont les tangentes e/i A et B J'ormeront les cotés ex- 
trêmes; les points de contact des côtés successifs de ce polyé 
gone parlagéront la demi-cycloïdc en une suite (tares iso- 
chrones, c’est-à-dvr<^ en une suite d’arcs partiels i[ui seront 
parcourus en’des tem^ts égaux, dans' le mouvement général du 
mobile^de A en B.. ■ 

2. La même propriété s'applique à la bracliistochroite' , 

relative à un centre O, situé à une distance finie, et attirant 
ftroporlionnellêment à la distance. • . ' 

3 . Enfin, cette propriété subsiste encore pour la portion 
de ligne polygonale régulière circonscrite à un arc partiel 
quelconque A'B' de la brachislochrone ; les côtés extrêmes 
de cette ligne étant toujours Jorinés 'par les tangentes aux • 
extrémités de. V arc considéré AMV, et le mouvement suivant 
A' ly Jaisant toujours partie du mouvement général suivant' 

1(1 ligne totale ÀJVIB.' ' _ • 

Remarque V. Si l’on considère, au lieu d’une sphère, une 
surface de, révolution quelconque, le temps employé par 'le' 
mobile à parcourir un arc déterminé de la brachistochrone 
n’est plus susceptible, en général, d’une représentation géo- 
métrique simple. Si l'on didérenlie en effet la formule (-X), 

•' (i . /-.sin \ , on a d'abot d ' ■ 

(i) . / cfi'.= C.<’/(rsinV); ' , ’ ' 
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OU trouvt: eiisuile, G désignant la pe^iileur parallèle .à l'axe 
de la surface, et / désignant rinclinaison, -sur l’axe, de la nor- 
male à la section méridienne, 


ott 

(2)' 


d . (■’ = aGsin / .cos V ,ds. 


Il . dv = G sin i . cos V . ds ; 


d’où, par la division, membre à membre, des relations (2) 
G . cosV.d.t 


i< = - sin I 


f/ ( /• sin V ) 


On a d’ailleurs, pour l'angle de contingence géodésiqnc de 
la trajectoire (no/rpage 122, formule his). 


rf(rsin V) 


cos V 


" rcosV (/(rsinV) 

et il vient, par la substitution de .celle valeur dans la formule 
précédente, • • . ... • 

. • ' ds , G siii i ds ' ■_ • . 

dt C . r e,' , , ■ • • • ' 


d’où 

(X') 


_£ = 

dt < 


G sin i 


■ L 5. 

’C' n ' 


n désignant lÿ longueur de la normale à la section méridienne 
terminée à l’axe de la surface. 

Il résulte de cette formule que la sphère fn = constante) est 

la seule surface de révolution pour laquelle le rapport ^ dc- 

nieure constant, dans le cas d’une pesanteur constante (G = g) ; 
et que ce rapport ne peut être constant, pour une surface de 
révolution quelconque, que dans le cas où la pesanteur serait 
définie en chaque point par la formule 




: constante. 
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.. CHAPITRE XI. . ■ 


DES LIG^■ES A double COURBURE COMSIDÉRÉES- COAIME FIOIRES* 
d’équilibre d’uw Eli quI repose sur un-e' surface. 


■Parmi les problèmes (loin la soluiion éiait réservée s l'ana-- 
lyse moderne, et en exceptant les grandes quesiions de la mé- 
canique céleste, il en est peu qui aient été remaniés aussi 
souvent que celui dont l’objet est de déterminer la Ggurc 
d’équilibre d’un ül, dont les extrémités sont fixes, et dont les 
éléments suçccssifs sont sollicités par des forces (|ui deraeu- 
.reiit •constantes, ou qui varient suivant une loi donnée;. Sans 
parler en effet de l’illustre promoteur de ce problème, on voit 
tigurer dans son histoire les noms des plus grands géomètres 
du dernier siècle et de la fin du précédent'; les Bernoulli", 
Leibnitz et Huygens, Euler, Clairant et Lagrange. On lit 
inème dans la notice sut Ampère ( Arago', OEuurcs, tome 11, 
page 47 ) fine ce, géomètre, s’occupant a son tour de la ques» 
tion, avait su découvrir des lacunes dans un sujet jiourtaiii si 
exploré. . ' ' • _ ' 

On doit ajouter cependant que les solutions de^'e problème, 
si nombreuses quand ou suppose le fil libre et la figure d’équi- 
libre p/rtMc, deviennent beaucoup plus rares quand il s’agit 
d’un fil reposant sur une surface ; car, en exceptant le pro- 
blème devenu classique de la chaînette cylindrique, on pos- 
sède 'seulement pour ce cas dés formules, très-générales sans 
doute, mais dont l’application a telle surface particulière que 
l’on voudrait envisager exigerait peut-être, pour l’interpré- 
latiotrgéométriquc des résultats obtenus, plus d'elfoi'ts que 
l’élude directe et géomélriijue du problème. _ , 

C’est cette étude directe que nous avons abordée, et dont 
nous avons essayé de poser les véritables bascs.'^Nous croyons 
les avoir rencontrées dans deux théorèmes. ' . 


ÈyClLIBRE l)’u> EIL SUR l NE S'UREACE. 22, “î 

Le preinfer est analogue à celui d'IIuygeiis sur le niouve- 
mcul curviligne d’uU point matériel, et donne, pour les com- 
posantes tangentielle et normale de la force totale qui solliciti' 
le iil en chaque point, ces deux expressions, 



T, (ix et r désignant la tension, l’arc élémcnt.iire et le rayon 
de courbure du lil : j'ésuliats qui ont sans doute été rencontrés 
déjà. ■ . 

■ Le second, que nous avons déduit du premier, nous parait 
absolument nouveau. Il fournit ; 

La tension du lil, par une luiég.rale dont les éléments 
dépendent seulement de la direction de la foreo.exté- 

rieure et de la ligure d’étpiilibrc du lil; 

2 “. Cette intégration étant ellecture, l’expressi'oirdu rayon 
de courbure géodésique du fil; * . , 

3‘*. 1,’expression entièrement géoméiri(|ue de la pivssipn. 
exercée par le iil sur chaque point de la surtace, à savoir 

• T 

N =• “ G cos 7 j 

Circosy et R désignant la composante normale à la surface de 
la force extérieui'c, et le rayou de courbùrc de la ligne géodé- 
siqne tangente au lil au point considéré. C’est par l’exposition 
de ces deux théorèmes généraux <jue nous allotis commencerv 

■ ■ ■ § I. 

Princif>es généraux reintifs aux courbas fnnieufaires- - 
reposant sur une. surface (juelcotique. 

.137. Théorème 1. Dans toute courbe funiculaire ^ plana 
ou à double courbure, mais entièrement libre dans I espace 
(abstraction faite de ses extrémités qui sont toujours suppo- 
sées fixes), lef composantes tangentielle et normale de lar 
force totale P, rapportée à l'unité da longueur du fd, qui 
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agit en chaque point de la conrhe, out pour valeurs respec- 
tives _ ' . . . • ■ ■ ■ ■ ■ • . 

—tn ' T . • ; ..... 

■ / ei-- ‘ . • . - ■ 

■ , ■ , i. -, 

de courbure du fd] et dT désignant la variation, positive ou 
négative, qu'éprouve cétle tension, de l'origine à l'extrémité^ . , 
de l'arc ds. La 'première de ces coniposantes est d’ailleurs 
positive, ou négative, suivant qu’elle est dirigéé de rorigine .à ‘ 
l’extréinlté de l’arc ds, ou de l’cxlréraité .à l’ori^ne; et la ^ ' 

seconde, qui est toujours dirigée suivant le prolongement du 
rayon de courbure du fil, est regardée comme essentiellement 

positive. . ' . ■ 

Démonstration. LVlémcnt AB = /^r^u fil, considéré isolé- 
Vnent et supposé solidifié, doit être en équilibre sous l’action 
des tensiôns,.de sens, opposés, T et T + dT, dirigées suivant les 
tangentes à ses extrémités^ et des forces partielles qui agissent 
en°cbacun des' points 4c l'arc AB. Or, les deux premières 
forces, dirigées suivant deux droites dont la distance est un 
infiniment pétit du troisième ordre, peuvent être considérées 
comme situées dans le même plan, et cérame ayant dès lors 
une résultaftie unique; les forces partielles agissant en cha- 
cun des points de l’arc AB auront donc aussi une résul- 
tanre unique, que noüs représenterons comme à l’ordinaire 
parP.r/s, et qui fera équilibre aux deux premières- forces T 

ctTVt/T. ^ . ' V. 

' ~l\ résulte d’abord de là que la force totale P est dirigée, en 

chaque point , dans le plan osculateur du fil ; ensuite, que la 

- . - Fig'' 56. somme algébrique des projections 

’ . < • ■ ' ' des trois forces,- sur la tangente en 

■■ ^ dirigée dans le sens AB, ou sur 

■ le prolongement extérieur du rayon 
!' . ' de'courburedufilen A, estégale à 

- n ip.dj , zéro pour^cliacune deccs dii-cctions. 

Ou en déduù; ei‘i' négligeant tes infiniment petits du second . 
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ordre, et en désignant par e l’angle de conlingence du fil, 

— T + (T + f/T ) H- P ds cos { P, ds') = o, 
ou 

^ ■ 

(A) P cos (P, ds)= — ; 

— (T -t- rfT) sine + P. ds.coi[ÿ, r) = o, 
ou , ' 

(B) Pr,os(P, /•) = ■ 

Obseivation. La dernière de ces relations a lieu entre des 
grandeurs absolues ; quant à la première, et pour donner à dlü 
le signe (|ui lui convient, il peut être utile de remarquer que 
la variation de tension du fil^ dans le passage de V origine à 
l’extrémité de l’arc ds, est égale et de signe contraire au 
travail élémentaire de la force P dans le trajet fictif cor- 
respondant. ■ ' . 

138. Théorème II. Une courbe funiculaire étant en étjui- 
libre sur une surface donnée, sous V influence des réactions 
normales N de la surface et des Jorces extérieures G, appli- 
quées en chacun de ses points : i“ la composante de la force 
extérieure G suivant l’arc élémentaire ds de la courbe est 
* ^ rfT 

mesurée parle rapport différentiel — ^ — ; 2 ® la composante 

de cette même force suivant celle des normales à la courbe 
qui est tangente à la surface, a pour expression, en chaque 
T . . ’ 

point, — 1 l’g désignant le rayon de courbure géodési- 

que de la courbe funiculaire en ce point ; 3° enfin, la 
réaction exercée par la surface sur le fil est mesurée , en 

> T 

chaque point, par la différence algébrique — — Gcosy ; R et 

G cos y désignant le rayon de courbure de la ligne géodésique 
tangente au fil, et la composante, normale à la surface, de 
la force extérieure qui agit au point considéré : la force 

-i5 
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extérieure G et la pression IV étant rap{>orlées,.l’uDe et l’autre, 
à l’unité de longueur du (il. ' -r 

Démonstraiion: La courbe funiculaire considérée peut être 
regardée comme entièrement libre dans l’espace et comme 
soumise, en chacun de < es points, à la force extécieure G et à 
la réaction normale N de la surface, dont le système, d’après 
le théorème précédent, est équivalent au système des compo- 
santes tangenliellc et normale, — ^ et - de la force totale. 11 

fis r 

en résulte que la somme des composantes des forces du pre- 
mier système, sur une direction quélconque, est pareillement 
équivalente à la somme des composantes des forces du second 
système sur la même direction. 

Cela posé, si- l'on prend successivement, pour direction dé 
projection J i" la tangente à la courbe funicniairc; 2 ° celle des 
normales à cette courbe qui est située dans le plan tangent à 
la surface, Knt ; 3" la normale r/rvér/èure à la' surface, AN; 
on verra : ’ ■ ' • ' ■ 

Dans le premier cas, que la somme des composantes des 
forces du premier .système se réduisant à la composante 
Gsiny.cos\ de la force extérieure, et la somme analogue pour 

le second système à la composante — on a 


:■) 


G siny . cos V 


rfT 
<is ' 


i '8- 


Dans le second cas, que la première somme se réduit encore 

la composante de la force G. qui est 

représentée par Gsiny.sinV, V désignant 

l'inclinaison, sur la tangente à la courbe 

funiculaire, de la projection de la force G 

sur le plan tangent; que la seconde somme 

se réduit à la projection de la coni- 

• T . . . , , , 

posante -» projeetton qui est égalé a 



COSrt : 


/';cosa 


= — 1 fl désignant l’angle du plan oscula- 
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leur de la courbe et du plan tangent à la- surface : et que l’on 
a, par suite, 


(2) 


G siny . sin V = — j 


'Dans le troisième cas enfin, que la première somme est 
égale à N -t-Gcosy, la seconde se réduisant à 

T , T . T T 

- ros(qo“ — n) = - sina = : — = - j 

/• ^ r r;sina R 

d’après le théorème de Meunier; de sorte que l’on a- 


(3) 


T 


G co s 7 


pour la réactif de la surface sur le fil ; cette réaction étant 
d’ailleurs rapportée à l’unité de longueur du fil. y 

La' lettre 7 désignant l’angle, aigu ou obtus, formé par la 
direction de la force G avec la normale intérieure : pour que 
la formule (3) subsiste telle que nous l’avons écrite, il faut 
.que le rayon de courbure r du fil fasse un angle aigu avec, 
la* normale intérieure , le fil reposant lui-même sur le bord 
interne de la surface. 

Corollaire. Si l’on désigne par V, comme on l’a déjà dit, 
l’angle forme par la projection Gsiny de la force extérieure 
sur le plan tangent, avec la tangente de la courbe funiculaire, 
et par Cg l’angle de contingence géodésique de cette dernière, 
on aura ces trois formules générales : 


(I) 


(II) 


(III) 




cosV ds 


— _Z£_ 


sin V- 


tang V 


— = G siny.sinVj 


G siny.sin V 


N = — — GCOS7 : 

R 


i5. 
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les deux derincres u’étanl antre chose que lej 'formules 
(2) et (3), et la première résultant de la «livision membre à 
membre des formules (i) et (2). 

Enfin rélimiiiatioii de l’angle y entre 1(!S équations (II) et 
(III) conduit à cette relation : ’ ■ . , ; 

nv. ,, 

Nous n’insisterons pas sur le rôle général de ces formules 
qui présentent, comme on voit, la plus grande analogie avec 
celle's qui définissent le mouvement d’un point sur une surface 
[voir page 186); et pour lesquelleson peut répéter exactement - . 
ce c[ui a été dit déjà pour les premières. : 

Ob.fctvalion. Il est essentiel de remarquer î)[uc l’intégrale 

— J' qui figure en exposant dans la formule (I), et 

’ dans laquelle on regardera Cg comme essentiellement posilij, 
et langV comme positive^ ou négcitii'e, sumant que l'angle V' 
sera aigu ou obtus, a bien reçu le signe qui convient à l’ex- 
pression de la tension. On déduit eu ell’et, de cette formule^ . 

, f/T ^ ^T. 


tang V 


Or T et Cg étant positifs, on voit que la diirérentlelle c/T 
sera positive, ou négative, suivant que l’angle V sera obins, 
ou aigu*, et c’est ce qui doit ôlré en efl’et : puisque, d’après 
une observation antérieure (i>o;pes page 225), r/T est mesurçe 
parje travail élémentaire correspondant de la force, changé de 
signe; et que, ce travail se. réduisant à celui de la comjMisante 
Gsiny qui fait un angle V avec la direction de l’élément du fil, 
ce travail changé de signe est positid, ou négatif, suivant que 
l’angle \ c$t obtus, ou aigu. r - - 


Des courbes funtculnires dans le plan. 

139.^ Si l’on remplace dans les formules précédentes pare'. 
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rr , 

: Il \ ICIll 

•J. 


2'iy 


poj* cl S! l OU |)ose “j '■ 

~r^ 

(,) -• T = C« 

(2). •> GpsiiiV = T, 

c'I.iiit pris en ViileiU' absolue dans la preuiière formule, et 
iang\ y recevunl le signe qui eoiivicnl à la.naturo dè l’angle 
formé par la direction de la fort e avec la direction derélénienl 
considéré. 

1 WK Cas (les Jorces parallèles. Si l’on remarque tjué la 
courbe fuiticulairc tourne toujours sa'convcxilé vers la région 
où tendent les forces, ou trouvera aisément e'= (l\ pour la 
valeur absolue de l’angle de contingence; et l’on eu'déduira 
les formules suivantes : 

C 

(") . l. 

(h) ■ 


sin V 

Gpsin’ V = C, 
aux(|uelles on peut joindre celle-ci : 


_ 


('•) 


t( r ' 

cosV . </V 


_.(r_ 

(l. sin V 


..dpplicatioris. 1 ). Si l’on suppose la gravité constante, on 
iiouve inimédiateinent, ou par une première intégration, les 
jiropriétés de la chaînette exprimées par les équations 

psin’V = constante, y sinV = constante. 

a). Si l'on veut supposer le poids de chaffue élément pro- 
portionnel à la longueur de sa projection horizontale , on 
devra poser ■ - 

. - ‘ (Ix 

G.dsz^g.iix ou G = = g-sinV. 


La formule {b) devient alors 


C 

sin’V 
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' . y" "■ •' ' 

qui , comparée à la formule générale p" •= > donne immé- 
diatement . . ' 

■ ' ■ y' =;: constante, ^ 

équation (ÿuiie parabole. ' • 

3). Si l’on.cberclie quelle doit être la loi des forces paral- 
lèles pour que la courhe funiculaire soit une ellipse doHt l iiti 
des axes soit vertical, on devra remplacer, dans la formule (A), 

n pap ], — , Y désignant l’ordonnée de l’ellipse comptée à 

parlii^ de son axe horizontal j et l’on aura . . 

C'.sinV ' 

“ = — ’ 

si l’ellipse devient un cercle, - devient constant, et 1 on a 


simplement 


21 

r>‘ 


Scolie. Si l’on compare la formule (b), que l’on peut écrire 

* 

* y * • • 

Gsin’V’ 

- ’ . 'i. ^ 

à la formule, déduite du théorème d’Huygeiis, . ‘ ' 

K - * 

(b') 


C'» . 

^ G'sinW’ 


et fournissant le rayon de courbure de la trajectoire d’un point 
matériel soumis à l’action d’une force G' de direction constante, 
on est conduit à une sorte de loi de dualité en mécanique, 
analogue à la loi de dualité en géométrie, et qui peut, par 
cette analogie même, olIrir un certain intérêt. • 

Que l’on regarde, en eÜet, une même courbe plane comme 
étant simultailément la trajectoire d’un point matériel et la 
courbe d’équilibre d’un fil ; les forces qui produisent le mou- 
vement, et celles qui maintiennent l’é([uilihrc, étant d’ailleurs 
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parallèles à une mèinedroile fixe, eide sens contraires : on aura, 
en égalant les "valeurs (i) et (i') du rayon de courbure de la 
ligne considérée, • 

G = X-.G'sinV. 

Il en résulte (jue la jorce G, nécessaire pour produira l'erpii- 
libre d'un fil suivant une courbe plann donnée^ est égale à la 
force G nécessaire pour entretenir le mouvement d'un point 
matériel suivant cette même courbe, multipliée, en chaque 
point, parle sinus de l’inclinaison de la commune direction 
lies forces sur la tangente à la courbe, et par un nombre con- 
stant; la vitesse du mobile et la tension du fil en un même 
point de la courbe étant d’ailleurs dans un rapport constant . 

Comme première application de ce ibéorème, considérons 
une parabole ayant son axe vertical ; et regardons cette courbe 
«•oinine la trajectoire d’un point inalériel soumis à l’action de 
la pesanteui’, on aura ' • ^ . 

G' = ^ - 

dans la formule précédenté; et la parabole considérée pourra 
être regardée comme étant la figure d’équilibre d’un fil solli- 
cité en chaque point par une force verticale G, dirigée de bas 
, en haut, et ayant pour expression 

ttx 


G = ^.gsinV < ti G = 


ils 


il’où ' 


Gr/.s k'il.r. 


I.a force agissant sur chaque élément du fil est donc propor- 
lionnelle à la projection horizontale de cet élément; et l’on 
i-etrouveles résultats connus, 'relatifs à la courbe des ponts sus- 
pendus. , ’ 

Considérons encore, et comme application inverse àu même 
théorème, une chaînette ayant son axe vertical ; et regardons-la 

comme la figure d'équilibre d’un fil soumis à l’action de la ne- 

* V » ■ * ' 

sanitmr. ün aura, dans la même formule, 

• G loiistanle = gj' 
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et la chaînette considérée pourra être regardéç comme la tra* 
jeetoire d’un point soiiinis à l’action d’une force verticale G', 
dirigée de bas en haut, et ayant pour expression 

■ ,0.= -. 

sinV . . 

Mais l’ordonnée de la ehainette, coiiiptée à partir d’un axe 
horizontal convenablement choisi , est liée à l'angle V par la 

• relation connue sin V = constante ; on aura donc simplement 

G'=r.j^ 

pour expression de la force ; et l'on en conclut une autre, 
propriété mécanique de celte courbe," par laquelle la chaînette 

• est la trajectoire d’un point matériel soumis à l'action d'une 

force, proportionnelle à la distance du'mobile a un axç, fixe, 
eî dirigée en sens inverse </e la droite qui mesure, cette dis- 
tance. • 



1-41. Cas des forces concourantes. La somme des angles 
intérieurs du quadrilatère concave AIBO étant égale à quatre 


V )■ = V' ou e'= <IV — d6 ; 

«n a d’ailleurs ' . 

^ de 

tangV = ± r— , 

' ■ . - ... 

quej’on doit écrire* 

• * •' de 

tangV= — r— > 

•puisque l’angle V est obtus 
dr est positive dans la figure.- . - 




rf e = — tang V ; 
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et l’on a déünilivemeiil pour e', 
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f' = f/V -+ — tang V. 


On en déduit 




O /-sinV 


r'e r d\ ■ Cdr. 

J ‘angV “J tangV J "7 — ^'-sinV, 

et l’on a par conséquent ces formules : 

, M C C ■ 

(o ) ' T — — 7—;— = — J • 

rsm.y P 

. • ’ f ' • 

(A'J . G.p.r.sin’V = C, '• 

auxquelles on peut joindre la formule d’Euler 

rdr 
dp 

Applications, l). On' satisfait à l’équation (b') en posaut 
, 6 = constante, 




Grsin’V rr constante. . 


Ot . N ' 

On en déduit que, la courbe funiculaire étant une circonfe- 
rencè de cercle, la force' en chaque point est inversement 
proportionnelle au produit du rayon vecteur par le carre de 
la corde quejee rayon prolongé détermine dans la circonfé- 
rence. 

2 ). Si l’on veut que la courbe funiculaire soit une ellipse 
ayant pour centre le centre des forces, il faudra poser 

_ k' _ k' 

~ r> sin> V 

dans la formule (A), qui donnera, pour, ex pression de U force 
/■é/ni/stVe émanant du centi'c, 

O = G' . r’ sin V ’ ' 


ou 


G = C'p.r. 
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3) . On verrait de même que, la courbe funiculaire étant une 

ellipse dont l'un des foyefs coïnciderait avec le centre des 
forces, la grandeur de' la force répulsive émanant du fojev 
serait, en chaque point, ' • - 

(3) . ■ G = C': ■ 

eu remplaçant dans la formule (b') p par la valeur p = ^ 
qui correspond a l’hypotlièse actuelle. 

4) . Supposons la courbe d’équilibre telle, que l’angle V soit 

constant : cette courbe sera une spirale logarithmique, et l’on 
aura, d’après la formule [h'), . . , 

p.r.sm'V p. /• r' 

C' et C" désignant de nouvelles constantes, et la seconde se 
rapportant à la substitution au rayon de courburé p'du rayon 
vecteur /-qui lui est proportionnel; on peut l'écrire encore" 


(4) 


G = C^. 


142. Les formules ( 2 ), (3), "(4) conduisent ’par induciion ' 
à la loi suivante, qui est, en effet, générale : Une même ligne 
plane étant, à la fois la trajectoire d'un point matériel, et la 
figure d'équilibre d'an fil, soumis a l 'action de forces éma- 
nant du meme centre; la force agissant sur le fil, en chaque 
point decetle ligne, est égalerait produit de la force qui solli- 
cite le mobile, pàtvenu au meme point, parla distance du 
centre commun des forces à la tangente en ce point, et par , 
un nombre constant. t 

On. a, en effet, d’après le théorème d'Huygens, 


— =r G' sin V ; 

f ■ 


et d’après un lliécM'èiiie de ÎNevvlon , 


il 

I> 
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M désignant la vitesse du mobile en un point quelconque de sa 
trajectoirej et G' la grandeur de la force centrale qui le sollicite 
en ce point. On en déduit 

' ^ ' r'» ■ . ■ 

(^ï') G'= 

; p./>’.sinV 

On tire d’ailleurs, de la formule (fc'), 

G ' , 


G ±=; 


p. rsin’ V 


ou 

(rf) 


G = 


p./j.sinV p.^’.sinV ^ 
d’où, en comparant (r/) et 
( 5 ) ’ G=‘G'.C"./^. 

Et l’on doit remarquer," en outre, que lei forces G étant attrac- 
tiveSj les forces seront j-epulsives ; et réciproquement. , 

f43. Scolie. .Les formules générales (i) et ( a) (voirp. 2 ‘.iÿ) 
|)euvent encore s’appliquer aVec avantage au cas où les forces 
•sollicitant les divers éléments du fil ue sont ni parallèles, ni 
concourantes. • • / , - , ' . 

Ainsi, proposons-nous de déterminer /n figure (V équilibre 
d’un fil dont chaque élément serait sollicité par une force 
dont la grandeur, et f inclinaison sur cet élément, demeure- 
raient constantes (O, Bonnet, Journal de Mathématiques^ 
■ tome IX, page 225). : ^ 

Les formules (i) et ( 2 ), dans lesquelles nous remplacerons 

par m, et par G', nous donneront 

langV * GsinVr ’ , 

“.h' ■> • . ' 


* '■ m f €* 

T = C c -' , p = C".T = C',c 


On en déduit 
ou 

(6). .. . • 


— m .oe' = m , t/s, 
dn — m.ds. - 


. Digilized by Google 



236 SECOMDE l'AllTIE. — CHAPITRE ON/.lÈAfE. ' 

.Cette égalité cxpiiiiic la proporliuiinalitécles arcs éJéiiieii- ' 
laires correspondants de la courbe funiculaire. clferchée et de. 
.sa développée : ces deux courbes sont semblables ; et la courbe 
cherchée est une spirale logarithmique (oio//' page ’ig). 

» 

’ b 

Des courbes J'uniculaircs sur un cy lindre quelconque. 

1 t'i. Si l’on suppose' la projection de la force extérieure sur ’ . 
le plan tangent dirigée, en chaque point, suivant la génératrice 
correspondante du cylindre, V désignera, dans les formules 
'■.générales (I), (11), (111) de la page 227 , l’incli liaison de la 
< ourbc funiculaire sur cette génératrice. 

On a d’ailleurs, ''pour l’angle de contingence et le rayon de 
courbure géodésiipic de la courbe fiiniculaire, ces valeurs : 


e' etp' désignant l’angje de contingence et le rày ou de courbure 
correspondants de la ligne plane suivant laquelle se trans- 
forme la courbe funiculaire considérée, par le développement 
du cylindre qui la contient ; et les formules*(l) ef(ll) devien- 
nent, par ces substitutions. 


T= C.e 


_ Ç-JL.- 

J lancV 


GsinY.p'sin V = ’)'. 


Or, ces équations sont identiques à celles .ijui déliniraient la 
loi de la tension cl la nature d’une courbe funiculaire plane 
dont chaipie élément serait sollicité par une force, parallèle à 
la. direction des génératrices du cyliiidre développé, et mesu- , 
rée.en chaque point par le nombre Gsiny ( no/r page 229 ) ; 
et il résulte de là, en premier lieu, ce thégrème général ; 

I Une courbe funiculaire étant c/l- équilibre sur un cylindre 
quelconque, sous Pin/luence des réactions^ normales de la 
surface et de cerlames forces extérieures do/il les projections 
sur le plan tangent sont. dirigées, en chaque' point, suivant ta 
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généraince du cylindre ,• si Von suppose dcueloppcs sur un plan 
le cylindre et la courbe funiculaire (fu il contient, et si l'on 
conçoit en outre que les forces extérieures primitives, estimées 
suivant les génératrices du cylindre, conservent dans ce dé- 
veloppement leur direction- et leur intensité : la courbe funi- 
culaire transformée demeurera encore en équilibre sous Vin- 
fluence de ces forces, et la tension sera la meme, aux memes 
■points, sur la courbe primitive et sur la courbe transformée. 
• Eu second lieu, et eu transportant au cyliifdrc les formules 
(rt) et [b) relatives a"u plan (^voir pag<‘ 229), on aura 


(■) 

{ 2 } 


C 


sin V _ 

G siny . /ysiii’ V = C. 


T C 

Oiiaut à la réaction, ÎN = - — Geosv = - — G eos v , 

^ ’ R ' RsinV . ' ’ 

il suffit pourobtenir sonexpressiou définitivedcremplacerR pai' 
la valeur , p Jésiguant le. rayon de courbure de la seriioii 
droite du cylindre au point considéré. On trouve ainsi : 


(3) 


C C’ ' 

N = -sin V — G cos 7 = — i— — Geosy. 

P • 


'145. Il résulte du théorème précédent <jue tout ce que l’on 
sait, pour le plan, sur les figures d’équilibre d’un fil soumis à 
des forces de. direction constante, peut être transporté au 

cylindre.. Ainsi, eir'jiarticulier, si l' on suppose l’angle y = - 

et la gravité constante, ôn retrouve d'abord ce résultat connu ; 
la courbe tracée par lefd sur le cylindre a pour transformée- 
une chaînette , le développement de la stuface ( Vieille, 
Compléments d' Analyse et de Mécanique, page 202). On 
reconnaît ensuite, par l’einplèi do la formule (3), que la 
tension de la courbe, la pression quelle exerce sur la surface, 
et le rayon de courbure de. la section droite du cylindre sont, 
en chaqtié point, les facteurs d'un prodiiît constant : d’où 
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cette conséquence, que la pression est en raison inverse de In 
tension correspondante, quand le cylindre est de révolution 
(Vieille, ouvrage cité, p. 2 o3).' 

On a, d’un autre côté, pour le rayon de première courbure 
R, d’une ligne cylindrique quelconque, et en désignant par à 
rinclinaison de son plan osculateur sur le plan tangent au 
cylindre, . , ' . 


B. = ^ 

sin’V 


P d on 


où enfin 


R. 

cosn 


rysin’V : 


P tang// . 
sin’V '■ 


p.tangn. 


dont la comparaison avec la formule (a) qui devient, dans le 

ras actuel , ' ^ ' 

r^sin’V= constante, ^ 

conduit à la relation , 

(4)' ' , : p.tangrt = constante. ' • . , 

Donc,-e/t chaque point d’une chatnelte cylindrique, le rayon 
de courbure de la section- droite, multiplié par la tangente 
trTgdnoméirique dé V inclinaison du plan osculateur de la 
chaîne sur le plan tangent à la surface j donne un produit 
constant. Et, en particulier, si le cylin(lre est de révolution, 
le plan osculateur de la chaîné fait avec le plan tangent un 
angle constant. On reconnaît aisément d’ailleurs que toute 
courbe cylindrique pré-sentant cette propriété est uiie chaî- 
nette: . ' . - . • 


\ R). Pour que la pression exercée par le firsur la surface 
soit constante, quand on suppose le cylindre de révolution, et 
les forces extérieures dirigées Suivant les génératrices, il faut, 

C . ' C’ 

d’après la double formule N = -sinV = — ij.j.que l’angle V 
demeure colistaul, ainsi que la tension : il en résulte que les 


Digitized b Ciooj^Ic 


COI. UBES FC.MCUI AlUES SI, R LE CO.NE. 




lüiccs extérieures sont iiulles, et que la cuurl>e luniculaire esr 
une hélice. 


S IV. 



Des courbes funiculaires sur un cône quelconque. 


\\ 1 . Supposant encore la jirojection de la force extérieure 
sur le plan langent dirigée en chaque point suivant la géné- 
ratrice correspondante du cône, nous pouvons, en répétant 
exactement ce qui a été déjà dit pour le cylindre, remplacer 
dans les formules (I) et_(Il) de la page 237, l’angle de contin- 
gence cl le rayon de courbure géodésique de la courbe funi- 
culaire conique considérée, par le.s grandeurs analogues rela- 
. fives à la courbe plane, suivant ]a(|uelle elle se transforme 
par le développement du cône. Nous obtiendrons ainsi les 
formules 


T = C e 


-f— 

J tanijV 


et (G sin 7)p. sin V = T, 


V désignant-eeKe fois l’inclinaison, sur la courbe funiculaire 
' développée, du rayon vecteur issu du sommet du cône. Or ces 
formules, en ayant égard à la noüvelle signification de Ijan- 
gle V, sont précisément celles qui définiraient la loi de la 
tension et la natiire de, la courbe d'équilibre d’un fil plan 
dont chaque élément serait sollicité par une force,^ émanant 
d’un centre fixe (le sommet du cône développé), et mesurée 
par G sin 7 [voir les formules (i) et (2), page 239). On a donc 
ce second théorème : Une courbe funiculaire étant en équi- 
libre sur un cône , sous l' influence des réactions normales 
de la surface et de certaines forces extérieures dont les pro- 
jections sur le plan tetrigent, en chaque point., sont dirigées 
suivant la génératrice du cône; si l'on suppose développés 
sur un plan le cône et la courbe funiculaire qu’il contient, et 
si l’on conçoit en outiv que les forces «ectérieures primitives, 
estimées suivant les génératrices du cône, conservent dans ce 
c développement leur intensité, et leur direction, de manière à 
concourir toujours au sommet du cône développé : la courbe 
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funiculaire transformée demeurera encore en équilibre sous 
Vinfluence de ces forces^ et la tension sera la même, aux 
mêmes'' points , sur la coiirbp primitive et sur la courbe 
transformée. 

En second lieu, et en transportant au cône les formules (a') 
et (b') (vo/r page a33), relatives au cas des forces concou- 
rantes dans le plan, on aura _ > 

C^ 


(>') 


T = 


/■ sin V 


(2') Gsiny.rj rsin’V — C, 


r désignant la distance d’un point quelconque de la courbe an 
sommet du cône. * 


Quant à la pression, IN = — — G cosy.: 


V. — 


R ' R.rsinV 

il suflTtt, pour obtenir sa valeur définitive, de remplacer R par 
sa valeur : 

r tang A. 


R = 


sin’ V 


(voir page i35), 


A désignant le demi-angle au sommet du cône droit, oscula- 
teur du proposé, le long de la génératrice considérée. On 
trouve ainsi ' • • ' 

sin V 


(3') 


PJ = C 


— G cos 7. 


{■48. jdpplications. 1 ). Quelle doit être la loi des forces 
pour que la pression du fil sur la surface demeure constante, 
en supposant le cône de révolution, et les forces extérieures 
dirigées suivant les génératrices ■' 

La formule (3^) trous donne, dans ce cas, ' ' . 


(«) 


sin V 


: constante , on (n') = constante j 


en développant le tône sur un plan et désignant par p la per- 
pendiculaire abaisséi^u sommet-origine sur la tangente à la 
courbe funiculaire transformée. On a, d’^ailleufs , 


rtlr 
dp ’ 


C' 

pu r, = — , 
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34 t 


en utilisant la formule (a'). Et si l’on porte cette valeur dans 
l’équàtiou ('i'), il vient (i = ^ ”>'» <l’aj"ès la for- 


mule (a), 
(■^} . ■ 




pouf expression de* la force cherchée'. Oh a pu voir d’ailleurs 
que /a courbure, en chaque point rJe la courbure funiculaire 
transformée, est proportionnelle au rayon vecteur rie ce 
' point. •' ' 

2)! Conservant l’hypoilièse précédeute sur la direction des ^ 
forces et sur la nature du cône, cherchons encore quelle doit 
être la loi des forcés pour qwe le plan oscillateur du fil coupe 
le cône Sous un angle constant.. 

II suflit, pour résoudre cette question, de recourir à la for- 
mule - - • ' ' 

r tanf'A ... , . . 


R. 


sip » 


sin’ V 


qui fournit le rayon de première courbure R, d’une ligne 
quelconque tracée sur le cône, et dont le plan osculateur 
coupe la surface sous l’ant^le a. Qn en déduit, en effet, 


B. 


t cos a 


rtancA 
= tangu ■ . ... 'S 


sin’ V 


^dont la comparaison avec la formule (2'), 

C 


G.r sin’V’ 


conduit à la loi cherchée 

. (^ ) 




Les 'hélices coniques seront d’ailleurs complaises dans 'les 
courbes funiculaires répondant à la questioir, • ’ 

3 ). De la chaînette sur un cône de révolution dont l'axe 
est vertical, dans le cas ordinaire rie la pesanteur. Regar- 
dant Gsiny.comme une constante dans la formule (2'), rem- 




TT 
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plaçant et siu V par on troûvc sii.ccessi ve- 

inent ces c<|iialions de la chaînette transformée : 

\z) />(r^C') = C. . ■ . 

Si l’on remplace dans celte dernière par / sin \ , et sin 

(=') . . . 'î + C') y/' - (^) - 

po'nr équation diilérentiellc, entre les coordonnées /.et .t.. de la 

l ourbe cherchée. • ’ 

l.’éqnatnhi («'} rentre dans la formule ( 33 ), p^ge 1G9, que 
lîobillier' déduit, par une pioinière intégialion, d’une étjualion 
du second ordre entre les mù/iies variables [De. la chaînette 
SW line surface courbe, Annales de Gergonne, 1829, .pages 

153-17')). . , , " . • 

• Si l’on'supposc nulle là constante G', l’équation (s) devient 

^.r=C, ou /-^sinV — Cr 

ef sij pour plus de facilité dans l’intégration , on.substilue .i la 
r echei ehe de la courbe celle de sa réciproque, 

sinV „ -, • . ■ 


on constate aisément que celte dernière est une lemniscate.de 
Bernoulli; la courbe primitive étant dès lors- une hyperbole 
equilalère, ’ ' ' ' 

119 . La transformation des courbes funiculaires. reposant 
sur une surface développable quelconque en des courbes funi- 
endaires planes, par le développement de la surface, peut ètie 
, établie, d’une manière générale, par des considérations entiè- 
rement semblables à celles ipie nous avons déjà employées pour 
h-s surfaces coniqui s et cylindrii|ucs. ( I oir aussi lé-chapifrc 
précédent, n'-’ I fb, page rqG)- ' 




Digitized by ' iOOÿ;lr 


COliBBES fX'HICUl.AinES SPHÊl'.IQUKS. 




, ^ V. 

Des courbes juniculaircs sphériijucs. 


150 . Si l'oii suppose I4 force extérieure dirigée, en chaque 
point du fil, dans le plan déterminé par ce point et par un 
«liamètre fixe AA! de la sphère, qui pourra être regardé 
comme vertical; la Composante Gsiny do cette force suivant 
le plan tangent sera dirigée suivant la tangente à l’arc de 
grand cercle Am qui joint le pôle A au point m du fil, et V 
désignera, dans les formules générales de la page 227, l’in- 
cHiiaisonnle l’arc Am sur la courbe funiculaire. 

D’ailleurs, le rayon de courbure géodésique de la courbe 
funiculaîre sera donné par la formule 


d,t 


sin P . elo 
f/.sin/) 


en se conformant à l’observation de' la page 435 <^t- eu admet- 
tant qu’en chaque point de la' courbe funiculaire la courbe 
clle-mèmê et le centre des forces A sont situés de part et 
d’autre du grand cwclc tangent à lai courbe en ce point. 

On déduit, de la formule précédente, ’ . ; " ' 


ils il.i\ap 


* ' . . f/p sin 0 

D’ailleurs on a toujours, en grandeur et en signe, 


r/p 


cos V • 


Il en résulte 

I rf.sin/^ 


d.ûnp d.$in/> 


cosV sinp tang V sinVsinp' sin^ 

— j — — L.sin/>; 

JtangV. 


et la substitution de cette dernière valeur, dans la formule (I) 
. ' >0. 
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lie la pa!»c 227 , nous donne d’abord' 

"'i ■ t=,T^' 

Si l’on introduit ensuite eetic valeur de la tension dans les for- 
mules (II) et (-111) de la même page,-, elles deviennent 

(ÏT) ; G sin7;rj.sin/j sin V = C, • . ’ 


(iir) 


N = T- 


G COS 7 == G COS 7 : 

sin /.» . 


le rayon de la sphère étant pris polir unité. Ces formules sont, 
pour la sphère, ce que sont pour le plau les formules (a') et (i') 
de la pagea33, relatives aux courbes funiculaires sollicitées par 
dcs forces concoM/’an^es. ' , 

151. Etant donnée l’équation de la courbe funiculaire 
/^(|S, i|() = O, on trouve aisément pour la tension du fil, et 
pour la composante tangentielle R de la force extérieure, com- 
posante dirigée en chaque point suivant lâ tangente au grand 
Cerclé qui aboutit au pôle, ou centre des forces. A, les exprès- ; 
sions Suivantes ; . , 


(IV) 


IV) 


sin*p\ tango rfA* / 


2 T 


. - t 

La première, on effet, n’est autre chose que la traduction, sous 

forme difTérentielle, de l’équation (F), T et la der- 

' * . sm^ ^ 

ftière résulte de la formule 

" f/T = — R fos V . f/.i — R. et p, 


^=r- 

et P 


152. Si Fon suppose "les forces ‘extérieures parallèles à la 
direction du diamètre vertical A'A, Oîi devra remplacer y par 
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r. — P dans les IdrinulfS pircédeiiles, i‘l l.’on aiii a 


■i.iy 


a"). 

(ir) 

\iir) 


sin P 

■ IV . rg.sm‘p = C, 

C 

N = - — — h O Fos p. 
sin P ■ 


153. On déduirait aisément, de ces roruiiile.s, suit la loi des 
loi •ces parallèles capables de produire l’équilibi'e d’un fil sui- 
vant iine courbe sphérique de nature donnée, telle <|u’un petit 
«ercie horizontal on quelconque, une loxodromie, etc.; soit* 
l’équation différentielle de. la courbe d’équilibre d’un fil solli- 
cité par des forces ■ parallèles données. La marche à suivre est 
identi([ue à celle que nous avons employée dans l’étude du 
mouvement sphérique d'un point matériel; elle conduit à des 
résultats analogues, et, pour cette raison, nous nous dispen- 
serons de l’indiquer davantage. . - 

Cherehons cependant, afin de donner au moins une appli- 
cation de nos formules, l’équation dç la chatnette sphérique 
flans le cas ordinaire.de la'pesantcur. L’équatiou (IL^), dans 
laquelle, en faisant abstraction de la constante G = on 
sin P . ri/p 


remplacera par 


rf.siny> 

■ sin P . dp 


, nous donnera successivement,- 


fl. sin P 

'■ C ^ : î 


( OS P 


C' = - 


sm'y> 
sin P 


ou 


{x) •smp (cosp -t- C') = sin V Siopi(cosp -t- C ) = 
On a, d’ailleurs, . ' < . ■ 

(•OSV2=■■^^'■' ’ 


- e. 


fis 
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COS P 


d’üM 


<ls 




(Iz 

Z.’ 


sin V = i / , 

V (l— 


Suhstiluaiit, celte valeur dans (x) et résolvant par rapjwrl à r/s, 
il vient - ■- ■ ■ 

M ■ ■ '^=;- ' ' '■ 

.. pour équation différentielle de la eourbe cherchée. Elle ne 
^eut être intégrée que dans le cas particulier où C'= uj etc’ est 
aussi le seul cas examiné par Bobiljier dans le Mémoire cité 
car il parvient seulement^ pour le cas général, .à • l'équation 
différentielle du second ordre (formule 4 t » page 273) 




rf’z / r/z\ * 


z(2z -H A) = I ■; 


' et l’on retrouve aisément cette dernière par la différentiation 
de l’équation (x') qui en est, par conséquent, l’intégrale. 

Nous ajouterons qu’on aurait pu obtenir direclemetit l'équa- 
tion (x'), sans aucune intégration, en égalant la valeur de la 

■ ' C 

tension qui résulte de notre formule, T = ^ l’expression 

ordinaire qui se réduit, dans le cas actuel, à celle-ci ■; ' 

T = Z -h C' = cos P -t- C'. 

154 . La comparaison des formules (!') et (II') du paragraphe 
actuel, aux-formules de même nom de la page J97, relatives au 
mouvement sphérique d’un point matériel 


Équilibre. < sin/>' 

( Gsiny.c^ sin V.sin/J = C, 

„ I .•= A',. : . . j 

Mouvement. / sin// , . ' , i 

[ r/siny./*^ ïinV.sin’/^ =:? / 

*coii<]uit à c r lésiikaï géiiei ol ^ , 


d’où G ^ 


• 
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La Jorce exiêrieure , capable de produire rétfui/ibre d’un 
/il suivant une courbe sphérique donnée^ est êffale à la f orce 
analogue capable d’entretenir le mouvement d’un mobile 
suivant ta même courbe, multipliée en chaque point par un 
nombre constant et par le sinus de la distance sphérique du 
centre des forces A à l'arc de grand cercle tangent à ht, 
courbe en cb point j déplus, la vitesse du mobile et la Ictisioti, 
du fd, cottsidérées en un même /toint delà courbe, sont dans 
un rapport cotislant : les J'orces extérieures, qtd produisent le 
mouvement ou l'équilibre, étant d’ailleurs directèment oppo~ 
sées, et rencontrant constamniefit le diamètre A'A de Ja 
spltèrc qui aboutit au céntvc \Ses ïorcci,. 

155. On pourrait parvenir à des conséquences seuiblabJcs 
pôur une surface de révolution (|uel('un(jue ; mais tous ces • 
■.résultats partiels ne sont (|ue les expressions, particularisées 
, d’uii luèuie théorème général, que nous allons expose!’, et par 
lequel nous termiirerons. ^ ^ . , ' . ' 

* **• * ** ,**. 

l)es analogies que présentent le mouvepienj di un point , 
tnateriel, et l’équilibre d’un fil, suivant une même courbe , • 
dotinée. ' ' • , , 

I5(i. Les analogies dont nous allons nous oeeuper sontévi- ‘ 
demmeut susceptihles d’une irilintté d'inlerprélationS : puis- 
que, une courbe étant donnée, ainsi, ejne les forces qui pro- 
duisent le niouvetncnt d un point (ou l’étjuilibre d’ijn fil) ■ 
suivant cette courbe, on poui ra faire, varier d'une infinité de 
manières les forces capables..de produire l’équilibre d’un fil 
(ou le iriouv'cment d’un point) suivant la même courbe. 

’ Maclaurin parait s’en C'ii'c occupé le premier [Traité des. 
Fluxions II, n" 56d, 4"; et n'” 566-5()9) ; mais ils’exprime 
sur cette matière avec uue.côncisipu qui h ' est pas sairs obscurité, 
ait 'moins: dans la traduclron ^ car nous u avons pas su di.sliu- .. 
.guer s'il açdiisidéré, en iVièiilè teiiqis que la loiirK' tl équilibre ; 
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(lu fil, le mouvement Wre d’un point matériel sur la mème 
Courbe, ou bien le mouvement d’un point obligé Ae parcourir 
eetlo courbe regardée comnae solidifiée ; on reconnaîl cepen- 
dant qu'il suppose parallèles et de sens contraires les forces^ 
qui produisent le mouvement et celles qui maintiennent l’équi» 
libre; et c’est précisément l’hypothèse que nous adopterons. 

' Dans un Mémoire déjà cité [Journal de Mathématiques,^ 
t. IX, p. 23 a), M. O. Bonnet est parvenu à ce théorème : Si 
une courbe plane quelconque est la figure d' équilibre d'une, 
chaîne dont chaque élément est soumis à la force R, /« même 
courbe sera la trajectoire d'.un mobile sollicité par une force 
que l'on déduit de R'ew prenant en sens inverse ses compo- 
santes tangentielle et normale à la courbe, et doublant la 
composante normale, ou réduisant À moitié la composante 
tangentielle 

On peut (lai venir à une autre expression, simple et in-, 
tuilive, de ces analogies, par, l’emploi des formules qui ont - 
été établies précédemment ( no/r page 1 86 et page aa^), 

do 7 . Concevons, en ellêt, (ju’une courbe tracée sur une 
surface (piclccnque représente à la fois la figure 'dléquilibre 
d’tm fil et la* trajectoire d’un point matériel, sollicités eh 
chatjue point de la courbe considérée par des forces extérieures 
directement opposées, G et G', dont les directions sont défi- 
nies par les Angles, supplémentaires V et \\ y ét y'; on ?ura 
les étpialibiis suivantes [voir les pages 227 et 186) ; , 



. ' 7 —^' 

Rqnilibre. ’ 



• f '7 

Mouvement.- 



.(?•) G siny. r^.sinV =T; 
(2') G'sinTi'. rj.sinV'=t>'',. 


On conclut d’aboiil, des-formules (1) et (i'),el en supposant, 
égales les ronstanres G et ('^, que' la tension et la vitesse.cn 
chaque point de la courbe sont inesttréespar un mènic nombre ; 
car l’angle e^. est pris eti valeui- absolue dans les deux formules, 


^qiiiliuhe et mouvement analogies. ^ 
tandis que talig V cl tang V' y sont égales et aflfectées de signes 
contrai i-esr 

(A) ;■ ^ . 

On déduit ensuite,- de la comparaison des formules (2) 

cl (2'), la proportion" • ! ' 

-.GG' 

• - . . • ' ;r = r7» . ' - 

» i • V\ . • s 

que l’on peut écrire, d’après la relation (A), . , 

* . " f • 

G' ' • * 

(B) ^ G^-, ^ _ 

(B') G' = G.T; ■ . 

et il résulte dë ces formules ce théorème général : 

Une courbe, tracée sur une surface quelconque, étant con- 
sidérée comme représentant à la fois la trajectoire d’un point 
matériel et la figure d'équilibre d'un fil, soumis l'un et l'autre 
aux réactions normales de la surface, et sollicités eri outre, 
en chaque point de la courbe, par des forces extérieures di- 
rectement opposées : ^ , 

1”.* Si la vitesse initiale du mobile est égale à- la tension. 

• correspondante du fil, la même égalité subsistera, en chaque 
point de.'la courbe, entre les nombres mesurant la tension 
du fil et la vitesse du mobile ' 

a”. En chaque point de la côurbei la force extérieure ij , 
qui entretient le mouvehieht , sera égale à la force analogue^, 
qui maintient V équilibre, multipliée par la tension correspon- 
dantefiu fil;_oû, mversemént, la force maintenant Véqudibre 
sera égale à la force produisant le mouvement, divisée par la 
vitesse correspondante du mobile. \ , . ' . " ' 

Nous avons déjà vu, comme çonsétjnence particulière de ce 
ihébrème général,, que /n même courbe qui sert de trajectoire 
à un point inatériêl animé^ d’une vitesse initiale quelconque 
et soumis à l’action de la pesanteur, repiêsentc encore, après ‘ 
avoir été rabattue dans son propre plan autour d’une corde 
lioriïontalc, la figure d’équilibre d' un fil dont chaque élément 
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Serait sollicité par une force verticale, proportionnelle à la 
projection horizontale de cet élément . Celte iTman|uc con- 
duit à un rapprochement histoi ique curieux. On sait, en elî'el, 
(jue Galilée, méditant le premier .sur la nature delà cliâinelte, 
se trompa en croyant voir dans cette combe une p.irabole. Et 
il résulte, de ce <pii précède, f[uc la détermination des lois du 
mouvement des projectiles contenait implicitement la solulionp 
du problème de lachainelie .5 non, il est vrai, dans riiypoihèse 
d’une gravité constante, niais au moins' dans celle qui doime 
naissance-à la courbe des ponts-suspendus. 


NOTES. 


.. . NOTE I. 

SUR 1.A SURFACe’gAUCHE dont les LIGKES de PREMIERE COUR- 
BURE SOJNT SITUÉES DANS OES ÉLANS PARALLÈLES. 


Toute surj'ace^(’nnchc dont les lignes r/e première courbure 
sont planes, et situées dans des plans />àr-allèles, est un liy- 
perboloïde de résolution [\oir pugc i6^). 

i.EMME J. Pour une meme génératrice i)G d’une suij'ace 
gauche quelcontpie S, les pôles sphériques des lafigentes^ 
menées auX lignes asymptotiques de la surface par les points 
de ces lignes situés sur In génératrice 0(i, sont situés sur une ■ 
conique sphérique-'f/yo;, tangente, à la trace ‘sphérique du 
cône diœcteur de la surjaec, au point g de cette trace qui est 
le pôle de la génératrice considérée GVt, 

Considérons, eirelïel, rhypcrboloïdc di-tcriuiiié . 

par La géiicrairicc fixe OG et par deux autres générâirices 
O'G', 0"G" àe la s-urfaee S, infiniment voisines de la pue- 
mière ; et soit H lliyperboloïde limite du précédent, ou Vhyper- 
holoïde osculaleur de la surface S suivant la génératrice OG : 
les traces sphériques gg' , yy, g des cônes directeurs des deux 
surfacesS et H seront tan^nles entre elles au point commun g. 
D’ailleurs les deux surfaces S et H étant oseulalriccs tout le 
long de^la génératrice OG , les lignes asymptotiques des deux 
surfaces en un inèiiic poiiityle celte génératrice sont tangentes 
entre elles ; or, les lignes asymp’truiqifes de l’hyperboloïdc sont 
toutes les généialriee.s réel i ligues' du st'cond •syslciue, dont les.^ 
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pôles sphériques sont dislribués sur l’ellipse, sphérique yy, g, 
laugenle à la ligne gg' en g; donc, elc. 

Lemme II. En chaque point d' une surface gauche, la gé- 
nératrice rectiligne et la tangente de la ligne asymptotique 
qui passent par ce point forment deux angles adjacents 
dont les bissectrices sont les tangentes conjuguées rectan- 
gulaires issues du même point. * 

Ces lemmes posés, soient pa' le grand cercle, de pôle «j qui 
' sert d’indicatrice à.toules les lignes de première courbure, ^ en 
particulier à la ligne AA'; ag, a! g' les arcsde grand cercle paral- 
lèles aux plans tangents de la sui-face S en A, A', et coupant 
, le grand cercle aa' sous un angle qui demeure constant, d’après 
le théorème de M. Joachimstal. Le point p, où l’aic ag touche 
scu enveloppe [voir page 5 o), est le pied de la perpendicuT' 
lairc sphérique abaissée du point a. sur l’aic ag ; les jtoints p 
et a sont les pôles spliériques des (augentes conjuguées rèctau- 

Fig. 59. gulaires relatives au point' A; èt si' . 

l’ou prend sur agp l’arc y, égal à 
l'arc pg\f le point y sera le pôle 
sphérique de la tangente à la ligne 
asymptotiq’ue du point A, suivant 
lelemmell. Or,Bil’on iiiènerarc ay, 
et si l’on remarqué que, les triangles 
rectangles apg, apy étant égaux, les -distances 3 cg, ay sont 
égales : on verra, le point g et la gcnératH'cê OG restant fixes, 
tiuq tous les points y, pôlès.dês tangentes aux lignes asympto- 
'ti([uc3 de la surface menées par les divers points de cette géné- 
ratrice, appart/enne/it à un petit' cercle ayant pour pôle le 
point a, et tangent, d’après le lemme' I, à la ligne gg' en g. 
Les arcs utUmaux à la ligne gg' vont donc concourir àu point 
fixe a I et la ligne gg' est un petit cercle dorU le pôle est en 
ce point. . ' • .... 

. Cela' posé, le triangle 'a ng est doinié, parce que trok fie ses - 
i éléments sont donnés; sou côté ng=:'/' demeure donc constant, 

• ainsi que soii aiigîe en g, <|ui est le supplément de l’angle déjà 
plésigné par 'f .: donc, chaque ligne de prcuiiècv courbure A A' 
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est une trajectoire des génératrices rectilignes de la surface, 
et l'inclinaison f du plan tangent en un point de cette ligne, 
sur le plan tangent au point correspondant de la ligne de 
striction, demeure constante.- • 

Il résulte d’abord, de celte dernière remarque, que la ligne 
de striction est aussi une ligne de première courbure de la 
surface. Car si l’on prend un point quelconque de la ligne de 
striction, et si l'on mène la ligne de première courbure qui 
passe par ce point, l’angle cf sera nul en ce point ; mais l’équa- 
tion des lignes de première courbure est, d’après w qu’on 
vient de voir, .. . -, ' 

(n) - _ ■ ' f/y = o; 

doiic l’angle demeure nul pour tous les points de cette ligne 
de première courbure, qui coïncide par suite avec la Ijgnc de 
striction; et celle-ci, dès lors, est une trajectoire des généra- 
trices de la surface. L’équation générale des ligues de cour- 
bure (votV page i55) . ■ 

(A) ■ (fïR±si') (w'dtrfç) = ow, . ' . 

devient ensuite, jvar l’emploi de la formule {a), -, 

( A’) w'. rfR = raw ip et’»)’-; • 

d’où, pour deux lignes quelconques de première courbure, 

rfR — dR'=o, R — R'= constante : - - 

El deux lignes quelconques de première courbure iplercep- 
tent des segments égaux sur toutes les génératrices. Donc, 
en résumé, toutes les lignes de première courbure sont équi- 
distantes de la ligne de striction, suivant les termes du n° 2, 
page 1 56 ; et la ligne de striction est une trajectoire des géné- 
ratrices rectilignes. La surface, cherchée est dona un hyper- 
boloïde de révolution ( uoi’r page 1 58, n" 3)., 

Remarque. Nous avons admis que dans deux surfaces 
gauches, osculalriees suivant une génératrice déterminée oA, 
les lignes asymptotiques des deux surfaces, considérées en un 
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même point (ptelconquc de la gcnératridc commtine, sont 
, mutuellement tangentes en ce point j el la mùine rclalion a 
lieu, comme on sait, entre les lignes de courbure des deux 
surfaces. Celle proposition , que l’on démontre ordinairement 
en géométrie descriptive par des considérations, probablement 
rigoureuses, mais assurément très-tlélicales, se peut établir, 
avec plus de clarté pêut-ctre, de la manière suivante. 

J.es équations générales (to) et (i i) des lignes de courbure, 
et des lignes asyinplotiques d’une surface gauche, peuvetu 
s’écrire (2>o/'r pages.i 56 et 166) : - - 



les coeflicients A, B, C, A', B' étant de simples fonctions des 
(]uantité‘s R et h et des rai)porls ■dilTéi'entjels —, Si 

^ ^ ^ ■ . tTT CJ rj * • 

donc l’on considère, simultanément," une surface gaùchc quel- 
• onque S( l’hyperboloïde variable h déterminé par la généra- 
trice_)îxe o A de la surface S, et par deux autres génératrices 
xmriahles de la .çiêmè surface, o' h! ^ qui se rapprocht'ut 

indéfiniment de la première; enfin l’hypcrboloïde H , limite 
' du précédent., on reconnaîtra aisément : 1° que le pôint cen- 
tral o\ relatif à la génératrice oA, est le meme pour les deux 
.surfaces S et H; le coefficient A ayant la même valeur pour 
l’utic cl pour l’autre : ce qui entraîne dtqà la coïncideircé des ' 
plans tangents des deux surfaces aux mêmes points de la géné- 
ratrice commune; 2" que les rapports différentiels — f— , —, 

ont les mêmes valeurs' pour les surfaces S el H, parce qUe les 
iiifinim’cni 'petits .&>, cr, o)', d', c/A, sont communs aux deux 
surfaces S et /i t.d’où cette conséquence que, les coelhcienls A , 

' ■ dR 

B, C , A', B', des équations- (to) el (1 1) ; !*■ rapport — , re- 
latif aux lignes asyiu|)loliques nu aux lignes de courbure; et 
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cot aiilrc' rappori ciiliii =:c<)l/ Iroir pa^t; i4^>5 for- 

OjCOSlJI ' I O -T 7 

mule (3)], ont les mêmes valeurs, pour les deux surfaecs oscu- 
latricfes, aux i^jcnies points de la géne'ralrice commune : ce qpi 
démontre que les lignes de courbure, et les lignes asympto- 
tiques des deux surfaces,- sont mutuellement tangentes en ces 

* - ** • V . ^ 

pointa. 


NOTE II. ' ■ 

• . J • 

PE Ql’EI.QtlES TPÉOnÈMES C0N^US SP R LES SURFACES A LIGNES 
nE COURBURE PLANES OU SPHéRlQUES. 


I.a méthode suivie dans cettc'Note repose sur la considéra- 
tion des développables circonscrites à une surface suivant ses 
lignes de courbure. Elle a été employée déjà par M. Picart, 
professeur au lycée Charlemagne, dans un Mémoire encore 
inédit présenté à l’Académie des Sciences le i 5 février i 858 ^ 
et, antérieurement, par M. Joachimstal : Journal de Crelle, 
1867 {*). Je l'avais toutefois rencontrée moi-même avaut les 
dates citées, et j’avais -eu l’occasion de soumettre .à M. J. Ber- 
trand un premier travail contena'nt les démonstrations des 
n'” 2 , i, ü ci-après, en même temps qu’un Mémoire sur les 
lignes è double courbure, qui fut présenté .à l’Académie le 
19 mai i 856 , et dont le développement ultérieur a donné 
lieu au préseUt ouvrage. Ces détails, d ailleurs, ne peuvent 
avoir pour objet la revendication d une priorité qui ne peut 
plus m’appartenir. Ils expliquent seulement 1 addition de 


J-'ignorc Avec (juels ttêvetoppemenls. t^ar le yolume cite m.anque précisc- 
ment à la colleclidn cia M. Mallol-Rachelicr, qui avait bien voulu l.i mettre ptna 
disposition pour cette recherche, .io no dis rien des bibliothèques publiques, 
où j’aurais q.u me rertseigner : les exigences du travail quotidien en éloignent 
Tes professeurs;’ et les saitf conduits, necess-aires pour y pénétrer, les tiennent 
ilchais. . ^ 
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cette Note, qui peut intéresser quelques .lecteurs, au moins 
jusqu’à la publieation du Mémoire de M. Pica'rt sur ce sujet: 
Mémoire que je ne connais encore que par l’analyse qui en a 
piaru dans les Comptes rendus, mais qui a valj^, à son auteur, 
me dit-on , toute l’approbation d’un juge éminent. ' 

1. Propositions préliminaires,. 

Lemme I. Dans deux surfaces à rayons- vecteurs rècipro- 
» ques, les lignes de courbure des deux surfaces sont des 
//g'wej correspondantes (W. Thompson). * ■ 

Démonstration, a). Les normales, menées en des points 
correspondants de deux lignes planes réciproques, forrrient 
avec le rayon vecteur commun qui réunit ces points un trian- 
gle isocèle; et les centres de courbure dé ces deux lignes, aux 
mêmes points, sont situés sur une droite passant par V ori- 
gine des rayons vecteurs. 11 suffit, “pour le vérifier, de rem- 
placer les deux, lignes par leurs cercles oscillateurs aux points 
considérés. • , 

b). Les normales, menées en des poinls'correspondants de 
deux surfaces réciproques, forment avec le rayon vecteur qui 
réunit ces points un triangle isocèle. . ' • 

Cela posé, soient AB l’élément d’une ligne de courbure de 
la première surface 'S, et A' B' l’élémefit correspondant_de la 
seconde surface S';, considérons les deux triangles .isocèles 
AA'«, BB'/3 formés par les normales en A, A’, en B, B’ avec 
les rayons vecteurs AA', BB' : puisque AB est une W^ne de 
courbure de la surface S, les normales de celle-ci aux points 
A et B peuvent être considérées comme 
se jenconlrant en un certain point I ; me- 
nons la droite 01, intersection des plans, 
des triangles AA a, BB'jS, et faisons tour- 
ner le second autour de la droite Ol, 
pour le rabattre en B, B', /3, sur le plan 
du premier (/e triangle rabattu BiB', ]3, 
nesl pas représenté sur la figure). Nous 
pourrons concevoir une première l.îgne plane AB, ayant 


Fifj. fio. 



'Digilized 'y 


’s'v 


’ Note tt. • aaj. 

pour nimnales en A', lî, les droites Aa, R,/3,, cl la ligne 
réciproque de celle-ci ^par rapport à l’origine o. Celle ligne 
■ réciproque passe par les points \\ H', , et admet pour normales 
en ces points, d’après la remarque rt), les droites A' se, IV, 
fini se coupent en 1'. D’ailleurs les points 1, I', înlerseeiions 
de deux normales consécutives des lignes réeiproqties AB,, 
AMV| , jteuvent être pris pour les centres de courbure de ces 
lignes aux points A, A'; les points 1, 1' srtnt donc situés, d’après 
la même remarque, sur une droite ül passant par l’origine ü. 
On peut dire, par conséquent, que la droite A'ot et la droite 
rabattue IV, coupent Yaxe de rotation Ül au même point I'; 

• ■■ mais le point 1', suivant letpiel la droite rabattue IV, jS, ren- 
^ • contre l’axe, est le même tpie le point d’intersection de la 

droite primitive B'j3 et de l’axe 01 ; donc tes normales en A' et. 
li' de la surface S’, A' a et IV/3, rencontrant la droite OI au 
môme point, se re/tcontrent elles-mêmes en ce point; et la 
courbe AÎB^esi une ligne de courbure de la surface S', comme 
la courbe correspondante AB pour la surface S. On voit, eq 
outre, que les centres 'de courbure I, F des sections prifid- 
pales correspondantes des deux surfaces sont situés sur une 
droite passant par l'origine des rayons, vecteurs, ce qui donne 
lieu à diverses conséquences que nous avons énoncées ailleurs- 
Obseivation, Nous avons admis que les droites Aa et B, [S, 
peuvent être prises pour les normales en A et B, d’une certaine 
ligne AB,. Cette supp>sition,cn effet, exige senlenient, puisque 
les droites A a et B,|3, sont d'ailleurs infiniment voisines, que 
la projection de l’arc AB, sur la droite' Aa soit un infiniment 
petit du second ordre, ou que la .somme, algébrique des projec- 
tions des arcs AB et BB, sur cette direction soit du môme 
ordre. Or l’arc AB étant normal à la droite AI, sa projection 
sur cette droite est" du second ordre; et il en est de même de la 
projection arcBB, iC05^BB, , AI) de l’arc BB,. Cet arc, eu cfïct, 
et le facteur cos (BB,, AI) sont deux iiifiniincnt petits du pre- 
• mier ordre : puisque la tangentê à l’arc de cercle BB,, décrit 
par le point B dans sa rotation autour de l’axe 01, est perpen- 
diculaire an plan BOI , et fait avec le plan AOI, aussi bieii 



.UJb * ^OTE 1|.» 

t|u’avec touU: di'oiie' AI située dans. < e plan ,' un angle inlini- 
njeiU peu, dillériMtl d'un droit. 

Leume II. Ijne siirjacç S athueUant une ligne fie cotq'- 
Inifo plane A Ai, le plan rie celle ligne coupe la surface sous 
un angle constant; i'éc]proquv.meiil... ( Joachinislal ). 

Dénionsl rat ion Soient en effet le grand cercle, de pôle 
/>, tjui sert d’indicatrice à la ligne de courbure plane AAj; 
%ag, fil g, les arcs de grand cercle parallèles aux plans tangçiit.s 
' de la surface en A, Ai ; et gg, la courbe enveloppe.de cos arcs : , 
menons les arcs ap, pg. D’après la théorie des tangentes con- 
juguées, l’arc ag est égal à un «piadrant : la tangente recti- 
ligne de l’arc ga, ou de la ligué gg, en g, est donc parallèle au 
rayon de la sphère qui aboutit au point a ; la ligne gg, est un 
petit cercle de même pôle p que le grand cercle oûi, et l’an'^Lig’ 
est constant. 11 résulte delà que les trois côtés du triangle 
sphérique pag sont donnés ; et que l’angle de ce triangle 
est constant, ainsi que rimlinaison coinplétnênlaire de rarr- 
ag sur la ligne n«i. • • . ' , 

lléciprotfueinent, si le plan de la ligne A Ai 'coppc la sur- 
face S sous «n angle constant, l’arc ag coupe le grand cercle aa, 

sous un angle constant, et le point 
• ' ' . g où cet arc touche soja enveloppe 

. s’obtient en abaissant l’arc pg per- 
. . ' pendiculaire sur ag (l’o/r page 5o). 

. Mais V'at'e np étant égal à un qua- 
drant,'et l’angle agp étant droit, 
l'are ag est aussi égal à un quadrant; et la courbe AA, esKune 
ligne de courbure de là surface. • , 

I.EMME III. 7'oute surface développ.ahle S dont urre'des. 
lignes de courbure est platie, est un- hélicoïde. 

^ Démonstration. Soient, et, an, les indicatrices sphé- 
riques- de l’arête de rebroussement de-la surface et de la ligne de 
courbyre planeAA, celle-ci étant une trajectoire orthogonale 
des génératrices rectilignes de la surface, les arcs'ag, a, g, sont .• 
égaux à des quadrants. Ils sont, d’ailleurs, tangents à la ligne 
gg,: Les tangeiilcs recliligia-s de cetleligue en g; g„ . , sont 
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donc .parallèles aux rayons de la sphère qui abouiisseiit aux 
points a, a,,...., du grand cercle aa, ; la ligne est une 
ligne y^/ane, circulaù'e ; et Tarète de rebroussement delà sur- 
face considérée est une/ié//çe. 

Lemme IV. Toute surface riéveloftpable dont une des lignes 
de courbure est un cercle, se réduit à iin cône de récolutiou. 

Démonstration . En effet, la ligue de courbure donnée étant 
plane, les génératrices de la surface sont, d’après le leniinq 
précédent, pai allèles aux génératrii esd’un cône de révolution. 
En outre, le plan de celte ligne coupant la surface .sous un an- 
gle constant, et sa courbure absolue étant constante, puisque 
celte ligne est un cercle, sa courbure géodésique est aussi con- 
stante : et la ligne considérée se transforme, par le dévelop- 
pement de la surface sur un plan, en un cercle coupé à angle 
droit par les tangenl»;s de l’arète de rebroussement transfor- 
mée.. L’arète de rebroussement primitive se rtkluit donc îi un 
point, comme sa transformée; et la surface se réduit à un cône 
dé révolution . ^ . 

2. Des surfaces dont les lignes de première courbure sont 
planes et situées dans des plans parallèles. 

Imaginons la surface développable (D), circonscrite à la pro- 
posée (S), suivant une ligne de seconde courbure, l.es géné- 
ratrices rectilignes de la surface (D) coïncidant, comme on 
sait, avec les tangentes aux lignes de première courbure, seront, 
dans le cas actuel, ou parallèles à' une même droite,- ou paq||- 
lèlos à un même plan : le.^t]au de l'iuie des lignes de première 
courbure. Or, dans celte dernière hypothèse, l’arête de re- 
broussement de la surface (-D) serait plané, la surface (D) elle- 
même scrait un plan ; et ce plan contiendrait toutes les lignes,de 
preiiiière courbure de la s,urface (S) ^ui se- réduirait. à un plan. 
Cette hypothèse, donc doit être écartée; les génératrices de la 
' surface (D) sont parallèles à une même droi te, et cette surface 
esi, un cylindre dont la ligne de seconde courbure est une sec- 
tion droite. Ou voit donc déjà que les lignés de sècondé cour- 
bure sont situées dans des plans perpendieidaires à feux des 
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lignes de première courbure j les traces du plan d'une ligne de 
seconde coiu'bure sur les, plans de toutes les lignes de prennère 
couibure étant normales à ces lignes. Il résulte, de cette der- 
nière remarque, que si l’on considère le cylindre (C) enveloppé 
* par les plans des lignes de seconde courbure, les sections droites 
déterminées dans ce cylindre par les plans des lignes de pre- 
mière courbure sont les développées de ces dernières lignes. • 
D’où, cette seconde conséquence, que les lignes de préhuèrê 
dourhure, projetées en vraie grandeur sur le plan de l’une 
d’elles, donnent naissance à des courbes ayant même, déve- 
loppée. Enfin, si le plan (P) d’une ligne de seconde courbure. 

.• roule, en emportant cette ligne, sur lecylindre (C) auquel il est 
tangent, sa trace, sur le plan de l’une quelconque des lignes dc ' 
première courbure, roulera sur la développée de cette ligne ; le 
-point correspondant de la ligne mobile décrira cette ligne de 
première courbure ^ et la ligne mobile, dans ses positions' suc- 
cessives, viendra coïncider avec,toutes_ les lignes.de seconde 
courbure. On déduit de là, /’é^â//ré pai\ superposition des 
■ligues de Seconde courbure, et la généraUon, découverte par 
Mohge, des surfaces considérées.^ 

Renia rtpie. S\ la ligne mobile est droite, la surface (S) se . 
rédvût h un hélicoïde développable, 


3. Des'surfaces dont les lignes de première courbure sont 
sphériques et distribuées sur des sphères concentriques.' 

^ÈMME. Une ligne de courbure AB d'une surface dévelop- 
pable (D) ne peut- coïncider avec la podaire, relative à. une 
origine S, de Vcu'éte de rebroussement a\) de la surfiaCe, que 
fin- <•»•' dans le cas oà cette ligne de courbure 

appartient à-une Sphère ayant pour cen- 
tre le , point S-. ... - 

En elfct, les génératrices rectilignes in-' 

. ilniment voisines Aa et Bù de la sur- 
face (D) j)ôuvant être considérées coiîime 
se rencontrant en. un point/, les angles SA/, SB/ sont droit,s, 
réléraeikl AB dc la-ligne de courbure donhéc peut être regardé < 
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comme iqipai'tenaiit à la sphère dècri le sur S/ c omme diamètre, 
c‘lccl ëlctueni, par suite, est normal au raYoïi de la s|)lière, ou 
à la droite AC <|ui réunit le poiiif A an milieu du, diamètre Si. 
'Mais réléineiil AB est déjà normal à la droite An, ou Ai. Il 
est doue normal au plan SA/, ainsi cpiV» la droite AS : et la 
ligne de eourlnire AB appartient à une sphère ayant pour 
centre le |>oint S. • 

Cela posé, imaginons la surl'aee développable (Ü) circon- 
scrilê à la proposée (S) suivant une ligne de seconde cour- 
bure AB. Les génératrices i;eeliligiies de la surface (D) coïnci- 
dent avec les_ tangentes des lignes de première courbure, et ces 
tangentes sont |>erpendiCMlairc‘s aux rayons SA, SB,...! qtii 
joignent leurs points de contact sur les lignes de première . 
courbure au centre commun S des sphères contenant ce?, 
ligties. Le leiuiue précédent est donc applicaltle; et la surface 
(ü) ne péul être une développable proprement dite, à moins 
que la ligne de seconde courbure AB de la surface (S) n’ap- 
partienne à une sphère ayant pour centre le point .S; auquel 
cas la surlace (S) elle-même ^e réduirait à celte sphère. Ecar- 
tant donc ce cas particulier, nous voyons (jue la dévcloppnblc 
■(D) se réduit à un cylindre, dont la ligne de seconde cour- 
bure AB est une section droite : le plan dé celte section étant, . 
dès lors, normal à toutes les lignes de première courbure et 
passant par le centre commun S des sphères qui les coiuienuenl. 
Ainsi déjà, les lignes dé seconde courbure sont planes; leurs 
plans concourent en S; et les traces- de F un de Ôes plans, sfir _ 
les sphères contenant les lignes de première courbure, repré- 
sentent les arcs de grand cercle normaux à ces lignes, on ■ 
'tàngenis à leurs développées sphériques. Il résulte dé celte, 
dernière remarque que si l’on considère lecd/tfc (C), de som- 
mc”l S, enveloppé par les plans des ligues de seconde courbure, 
les traces de ce cône, sur les sphères relatives aux lignes de pre- 
mière courbure, seront les développées sphériques d'eces lignes. 
D’où celle autre conséquence que les lignes de première cour- 
bure projetées, ccnlraleilient, sur la sphère qui' contient l'une 
d'elles, donnent, naissance à des courbes ay ant métnc'dévelop- 
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pée sphérique. Enfin, si le plan (P) d'une ligne de seconde 
courbure tourne 'autour du point fixe S, en emportant cette . , 
ligne et en roulant sur le cône (C) auquel il est tangent : sa 
trace, sur la sphère coutenant l'une quelconque des lignes de 
première courbure, roulera sur la développée sphérique de 
cette ligne qui sera décrite tout entière par le point correspon- 
dant de la ligne mobile; et celle-ci, dans ses positions succes- 
sives, viendra coïncider avec toutes les lignes de seconde cour- 
bure. On déduit de là, l'égalité par superposition des lignes de 
seconde courbure, et la génération ces nouvelles surfaces. '■ 

Si le cône directeur (C) est de réyolution, les lignes sphé- 
riques de première courbure sont <les hélices, appartenant à 
des cylindres parallèles. . . • . • 

Remarque 1. M. Picart a étudié, le premier, ces nouvelles 
surfaces, et énoncé ce théorème : Si toutes les lignes rie cour- 
bure <r un système sont situées sur des sphères concentriques, 
leslignes de courbure de l'autre système sont dans des plans 
passant par le centre commun des .sphère^ et'coupant la sur- 
face orihogonalement . ( Comptes rendus, 1 858, tome XLVI, 
page 357 .) - ■ . . . - ' . 

Remarque II. On peut'modificr le commcnceuient de la so- 
lution précédente, de manière à éviter L’emploi du lemnie au- 
quel nous avons'^eu recours. 

.Considérons, en eli'et, la surface développable (ty), qui est 
engendrée par les normales menées à la surface (S), tout lè > 
long d'une ligne de seconde courbure-AB. Le plan tangent de 
la surface (D') en A, ou le plan Osculateur de son arête de 
rebroussement, est évidemment normal à la ligne de première 
courbure AAi, et par suite ce plan passe constamment par lé 
centre S de |a sphère qui contient cette-ligne. Tous les plans 
oàculateurs de l’arête de rebroussement 'relative à la surface 
(13') passent donc par un point fixe S :-et celte surface se réduit 
soit à un plan unique, soit à un cône ayant pour sommet le 
point s. Dans cCtie dernière hypothèse, la ligne AB ap'partieri- 
ilrait à une sphère concentrique au cône, et la surface (S) elle- 
inèinc SC réduirait à une sphère, i.aissanl done .ilc < ôté ce cas 
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pai'liciiliei',’oi> Voit : que la snrf'arc (f)') se réduit à un plan, le 
plan de la ligne.de seconde courbure Ali qui est, eu même 
temps, une ligne géodésiqoe de la surface ; et ([lie tous les plans , . ' 

des lignes de seconde courbure passent par le point S. ' - 

i. Dits surfaces dans lesquelles les. lignes de première •. '■ 
courhure sont planes et silures dans des plans qui passent par 
une même droite. • " , ^ . 

Considérons encore la surface développable (D) circonscrite ' 
à la proposée suivant une ligne de seconde courbure, l.esgéné-,. 
ratrices de (U), qui sont tangentes aux lignes de j)remière 
_ courbure, rencontrent toutes la droite Os, commune inter- 
section des plans de ces lignes, soit eu, un même point, soit en 
des points did’érenis de cette droite. Maison reconnaît aisé- 
ment que cette dernière hypothèse doit être rejetée; la surface 
. (D) se réduit à un cône dont le sommet S est situé sur la droite * " 

Oz, et l'on en conclut que les lignes de seconde courbure de 
la surface sont des lignes sphériques ; les centres S des sjdtères 
qui les contiennent étant distribués sur la droite Oz, inter- 
section des plans des lignes de première courbure. , • 

5. Ifes surjaces dont toutes les lignes de coiwbure sont 
planes, et do'nt les lignes de première courbure sont, en outre, 
circulaires. ' • . ' 

La développable (D), circonscrite à la* surface proposée 
•suivant une ligne de première' courbure ABC , est un héliçoïde, 
puisque cette ligne est plane; un cône de révolution [voir le , ■ 
lemme 1\ ), puisque cette ligne est un cercle : et le sommet S 
de ce côngesl un point commun aux plans des lignes de se- 
conde courbure. Ces plans ont donc une inlinilé de points, 
communs S, Si,.".., nécessairement situés en ligne droite. . 

Les plans des lignes de seconde ‘courbure fiassent donc par 
une même droite zz, qui contient les 'Sommets S des cônes de 
révolution circonscrits à la proposée suivant les lignes de pre- 
'mière courbure. . 

D’un autre côté, les développables, normales à la suH'ace 
suivant les mêmes lignes AHC, Sont aussi des cônes de révo- 

*• - f . 
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luliuii; 1rs somiiicls ü de tes cônes soiil les reiilres de sphères 
inscrites à la siirfacc suivanl les mêmes lignes^ el les f/roitesüO 
sont normales aux plans ries lignes ABC <le première cour- 
bure. iSlais, d’après le ihéorême général de iM. ü. Bonnet {voir 
page 177), les plans des lignes de première courbure ABC 
sont ici parallèles ri une même droite 7 .' 1.' -, et cette droite z'z' 
est perpendiculaire à la drdite /.z. La droite z' est donc 
perpendiculaire à la droite el aux droites Sü, el par suite 
les droites S( ) sont dans un plan fixe rpiic'ontient les centres O 
des sphères inscrites à la surface suieant les lignes de cour- 
bure circulaires. Cleei posé, les rayons OA des sphères in- 
|. ji; Bf. scrites, relatifs aux dilléreiits points 

de la ligne de seconde eouchure,' 
AA,, sont également inclinés, d’a- 
près le théorème de .VJ.Joaehimstal,* 
sur le plan AA,3Z de celle ligne. 
Les rayons OA de ces sphères sont 
donc proportionnels aux distances 
de leurs centres au plan AA,ee de 
l’une i|uelcoiH|ue des lignes de se- 
conde courbure, ou pruporiionnels 
encore- rtwj; distances des centres à la droite it., piiisijue le 
plan (ixtf des.,cenlres el le plan fixe de l’une des ligues de se- 
conde courbure se coupent suivant la droite zz.. La surface 
considérée est'donc l'enveloppe d'une sphère vaiiable dont 
le centre parcourt une ligne plane cpielconque OO,, et dont 
le ra^'oti est proportionnel à la distance du centre à une 
droite fixe zt, située dans lé plan de la ligne des cmitres. 

6. Des surfaces dont toutes les lignes- de courbure sont 
circulaires. • . ' 

L’emploi des eonsidératipiis contenues dans le numéi'o pré- 
cédent nous montre d’abord que les plans des lignes de chaque 
courbure, dans la surface considérée, se Coupent suivant uue 
même droite : ce ijui nous donue deùx droites directrices, z'z 
et z' z' . ■ ^ _ ~ 

Cela posé, si les cercles de l'une des courbures] de la pre- 
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mière par l'xemple, ont 'deux points réels communs a>, w', 
suivant la ligne la surface S', réciproque de la surface^ 
considérée, par rapport à V originel) et suivant une puissance 
mesurée par le l'arré de la droite ww', sera un cône ayant pour 
sommet le point w'; cl ce cône, qui a des cercles pour lignes 
de seconde coUrliure, est de révolution. La surface, considérée 
dans Ce cas, est donc la surface réciproque d'un cône de révo- 
lution. 

Si , e.n second lieu , les cercles de première courbure étaient 
supposés avoir un seul point réel commun w, on reconnaîtrait 
aisément que la surface réciproque S' serait une surface gancAe 
dont leslignesde première courbure seraifint, précisément, les 
génératrices rectilignes de la surface;' résultat absurde, qui 
exclut cette seconde hypothèse. ’ ^ 

Supposohs enfin que les cercles de première courbure naieitt 
aucun point réel commun,' et considérons { voirla/ig. 63) la 
surfacé développable OABC formée par les normales' menées ‘ 
à 1» proposée, par les différents points d'âne ligne de première 
courbure ABC. Cette 'développable étant un cône'de révolu^ 
tioti ayant son sommet en O, on a les égalités 

• ' OA = OB = OC.’. . . 

Si donc, recourant à une méthode employée d’abord par M.O. 
Bonnet , on cOntracle la surface S, suivant toutes .ses normales^ 
d’une quantité égale à OA , la surface S', résultant de cette 
contraction, aura encore des cercles, pour ses lignes de cour- 
bure; mais tous .vc5 cercles de-scconde courbure A'A', „ B'B‘, , 
C'C', ,. . .-, auront un premier point réel commun en O. Ces 
cercles auront donc, d’après ce qui précède, un second point 
réel commun; et la surface S' est la réciproque d’un cône dr 
révolution. INous avons donc ce résultat : Les surfaces dont 
toutes les lignes de éourbttre sont circulaires se 'séparent en 
deux classes : la première contient les .surfaces réciproqués 
'd'un cçne de révolution p et les surfaces de la séconde dé- 
rivent de celles ' de là première par une dilatation constante 
effectuée suivant leurs normales, ' - 


I 


1 


- Digitized by Google 



a66 ' AOTE ni. 

Ces surfaces ont été étudiées déjà par MM, Ch. Dupin et 
Liouville (Cor/'es/tohrfcmce tie l' École Polytechnique, tome P', 
page 22; Journal de Mathématiques, 1 847, page 282. ) ' 

7 . Des surfaces dont toutes les lignes de couihüre sont 
planes. , ' • ^ 

Dans CCS- Surfaces, les plans des lignes de chaque courbure^ 
enveloppent un cylindre; et les deux cylindres résultants ont 
leurs génératrices perpendiculaires entre elles . : ' 

La démonstration de cette proposition, qu’on lit à la p. 177, 
avait été conunuiiiqliéc à la Société Philomathique dans la 
séance du 7 novembre 1857 [Bulletin, 1857, page i 34 ). 

Remarque. La plupart des résultats précédents -sont dus à 
MM. O. Bonnet, J.-A.,Serret et Joachimstal. . • 



NOTK III. 


, ' SCR la méthode 0E_ M. BRESSE. 


Une figure plane'donnéc se mouvant d’une manière conti- 
nue dans son plan, on peut se proposer de construire, à une 
époqûe quelconque du mouvement, le centre de courbure delà 
ligne décrite par l’un des points, ou enveloppée par l’une des 
di'oites de la figure mobile. Les principqs'de la théorie des 
centres instantanés de rotation, fournissant à chaque instant la 
normale d<’ la ligne considérée', suffiraient, à la rigueur, jiour 
conduire à la construction dans chaque cas particulier -, mais 
sous la condition de résoudre chaque fois un problème nou- 
veau. Certaines formules, bien connues, présenléntdansb'eau- 
coup de cas un inconvénient semblable, aggravé eficore par la 
nécessité d’une minutieuse discussion des signes. Aussi peui- 
'pn r^ardér le Mémoire’ publié il. y a quelques armées, paé 
M. Bresse, dans \e Journal de TÈeple PolYtéchniquù, comme 
renfermant la première solutiou vraiment générale de la qties- 
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lion. La méthode de l’auteur, d’ailleurs tort élégante, rejwsant 
suj" des cohsidéralioiis assez délicates de cinématique, il ne sera 
peut-être pas inutile de la réduire à des termes purement géo- 
métriques ; et c’est à quoi l’on peut parvenir aisément. 


i. La question, décomposée en ses éléments et présentée 
sous forme synthétique, se réduit à ces trois points princi- 
paux : 

Établir V existence de la circonférence, lieu géométrique 
des points sans accélération centripète, et que nous uomuie- 
' vous circonférence des inflexions 

Définir F usage de cette circonférence dans la construction ^ 
du centre de courbure de la ligné décrite, ou enveloppée, par 
un point, ou par une droite de la figure mobile j 

Et réunir enfin, dans chaque cas particulier, les trois élé- 
ments nécessaires pour la déterminât ion complète de cette 
■ * * ' • 
circonférence. . • ' 

•2. Théouème. Considérant, diifis la position quelle oc- 
cupe actuhUemenl une figure donnée, qui se mçut daifs-son 
plan suivant une loi quelconque : 

1 °. Les centres de courbure des lignes enveloppées par les 
diverses droites de la figure mobile, aux points où ces droites 
les tàuclient actuellement, se trouvent distribués sur une même 
circonférence, que nous nommerons circonférence des centres, 

■ passant par le centre'instanîané actuel de rotation, tarigente 
il la courbe décrite par ce point, et d'un rayon mesuré par le 

• _ ils ^ 

rapport différentiel —g— qui sera défini plus loin ; 

a”. Les points de la. figure mobile dont les trajectoires ont 
actuellement un rayon de courbure infini, appartiennent à 
une seconde circonférence symétrique de la première,, par 
rapport au centre instantané actuel de rotation, et que nous 
circonférence des inflexions. • ■ ' 

Démonstratiort. i ) .Considérons d’abord deux positions infi- 
niment voisines d’une même droite , 'de' la filtre mobile, et 
abaissons des centres iiistuntanés de rotation correspondants. 




/ 
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c et c', des pci-pcndii-nlaires .sur cès droites. Ces perpendicu- 
laires se rencontreront en un point y, Inlinimenl voisin •îdu 
centre de courbure de la ligne enveloppée par la droite mo- 
bile, et formeront en ce point un angle égal à l’angle même' de 
ces droites, ou à l’angle titù dont la- Ggure mobile tout entière 
a tourné autour du centre c, pour passer de la première posi- 
tion à la seconde. Tous les points analogues au point 7, et rela-r 
tifs aux diverses droites de la figure mobile, sont donc distri- ' 
bùés sur un segment capable de l’angle (-/to, construit sur la 

s ce* ' 

base ce' et dont le rayon est égal à 

2). Construisant, en second lieu, sur la même base cc' ùir 
second segment eme' capabledu même angle dta et symétrique 
du premier par rapport à cc' : considérons l’un des points m de 
la figure mobile, situé sur ce segment ; et menons la droite cm. 

La figure mobile Venant à tourner,* autour du point c, de 
l’angle d(a (mesiu’é par la moitié de l’arc cc' du cercle cm(/), 
le point m vient'en ni',<in décrivant un arc mm' du preniiér 
ordre.; et les droites cm\'.cm' ibterceptent sur le cercle eme' un ^ 
arc dont la moitié sert aussi de mesure à l’angle </w-et qui 
est par suite égal à l’arc cc'. 11 résulte de cette égalité que la 
corde c'fx est parallèle à c/m; et, par suite, en menant ç'm',’ que 
l’angle fMc'm' est égal à l'angle des normales en m et m' de la 
trajectoire du point m. Or, on a dansie 
triangle c'pm, ' . , ’ 

\ sine' 

. ' • ’sinp c'm'' - 

t)U, simplement, • . ' . i ' ^ 


Fig. 



C 

r/w 


jj.m 
c’ m' 


Et l’on voit, pétant uue quantitéiii- 
finiment petite, elc' /n' étant finie, quOc', 
.ou sou égal Panglede /Mcetde mPc', est un 
infiniment petit du second ordre.' 

Jiécipi’ügncment, si le point m est .tel, quej’angiè des deux 
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normales inlini mont voisines (le sa trajectoire, me eim'c', soit un 
infiniment petit du second ordre, on verra en menant c'fji, pa- 
rallèle à c/w et rencontrant cm' en a, que le rapport et la 
■ . , . c m 

droite jxm' sont deux infîninaent petits, et comme le point u 
appartient au segment capable de l’angle doi construit sur cc', 
on en conclura (pie les points m et m' sont infiniment voisins 
de quelque jKjint de ce segment. ' f 

Les points de la figure mobile situés sur le si'gmcnt cnic 
présentemt donc, à l’exclusion de tous les autres points de cette 
figure, cette particularité ([ue l'angle de la normale actuelle à 
la trajectoire de ruii de ces points et de la normale infiniment 
voisine est un infiniment petit du second ordre, tandis qut; 
l’arc élémentaire correspondant de la trajectoire demeure du 
premier. 

Dès lors, 'si l’on conçoit que le point li' .se rapproche indéfi- 
niment du point c, et si l’on passe à la limite; on verra, ên dési- 
gnant par ds l’arc élémentaire de la ligne des centres instanta- 
nés de rotation.: • ' . • ■ ' , ’ 

1". Que le cercle variable C71/, de rayon passant con- 

stamment par les points c et c', et contenant les points de ren- 
contre des normales infiniment voisines des lignes enveloppées 
par les diveises droites de la figure mobile, a pour limite une 

circonférence déterminée, de rayon fini et mesuré par 

tangente au pointe à la ligne des centres instantanés de rota- 
tion et contenant les centres de courbure des lignes enveloppées 
par les diverses droites de la figure mobile aux points où ces 
droites les touchent actuellement : c’est la circonférence des 
- cenire.s de l’énoncé-: • ' > 

2". Que le cercle variablè cmc\ toujours égal au précé- 
dent cyc\ et symétrique de celui-ci par rapport à. la droite cd, 
a pour limite une seconde circonférence, symétrique de la 
circonférence des centres par rapport au centre instantané de 
rotation c, contenant tous les points dè la figure mobile dont 
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les trajectoires ont actuellement un rayon de courbure ■ iniini , 
et à laquelle nous avons donné le nom de circonférence des 
inflexions. 

Corollaires., i'). Si une droite de la 6gure mobile tourne 
autour d’un point fixe, ce point et son -symétrique par rapport 
au centre c appartiendront, respectivement, à la circonférence 
des centres et à la circonférence des inflexions. 

a'). Si un point de la figuré' mobile décrit une droite, ce 
point et son symétrique par rapport au centre c appartien- 
dront, respectivement, à la circonférence des inflexions et à la 
circonférence des centres. . ■ 

■3. Problème. Connaissant le centre instantané actuel de 
rotation c et le rayon de courbure correspondant MO de la 
trajectoire d'un point M de la figure mobile, construire la. 
corde c^n (/ue ce rayon détermine dans ta circonférence des 
inflexions ÿ ou réciproquement, connaissant une corde cm de 
la circohjérence des inflexions, construire le rayon.de cour- 
bure MO de la trajectoire d'un point M de la figurçmobile- 
situé d'une manièrp ffUelcotKfue sur cette corde. 

■ Solution. Soient c, c''deux positions infininaent voisines 
‘ du centre inslantané de rotation, 

M 

et MM', mnt' les arcs semblables, 
infiniment petits,, décrits par les 
points M, m autour du centre c; si 
l’on mène les droites M'c','m'c', la' 
. première ira couper Mc en un point 
infiniment voisin du centre de cour- 
bure O de la trajectoire du point 
.M, et la seconde pourra^ être con- 
sidérée. d’après la propriété ca- 
ractéristique des-polntsTn de la cir- 
conférence des inflexions, comme 
. parallèle à nie ou cO. Le trian- 
gle M'eO et la parallèle m'e' à la base de ce triangle donnent 
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M'O 

MV 


(i’où , cil iiassnnt à la liinilc,. 


MO 


M'c' 

M'm'’ 


Mc 
M ni 


(0 


Mot.MO = Mc 


et cette relation permettra de construire celui des deux points, 
/n ou O, (|ui sera inconnu. Il ii’y aura jamais d’ailleurs au- 
cune incertitude dans la construction, car les deux segments 

.M ru, MO sont toujours de meme sens; comme on le voit aisé- 
ment sur la figure en. faisant .siieee.s,si veinent passer le point M 
entre les points m et c, ou au delà de c par rapport à ni. . 

Observation. Cette circonstance remarquable, que les seg- 
ments M m, MO sont toujours de rai-ine sens, dispense des dis- 
cussions minutieuses (|ue nécessitent les formules ordinaires 
relatives aux problèmes dont nous nous occupons, et caracté- 
rise de la manière la plus heureuse la méthode de M. Bresse. 

Corollaire. Si un point M de la figure mobile décrit une 
circonférence de centre O, la construction de la formule (i), 
résolue par rapport à Mm, fera connaître un point m de la 
■ circonférence des inflexions et le point symétrique de la cir- 
conférence des centres. ' ■ 

4.. .Applications, i". l’ellipse déevite par le sommet 
libre M d'un triangle donné m, raj M , dont les sommets rn\ m, 
glissent sur deux axes donnés ox, oy. Construisant le centre 
instantané de rotation c, on connaît trois points p, m,, m, de 
la circonférence des inflexions, qui est dès lors déterminée. 

- a°. .A la' conchoïde déevite par V extrémité M d'une 
droite 'Sim de longueur donnée, dont le point m glisse sUr 
une droite donnée, et qui passe par un point donné y. Con- 
struisant le centre ius'tantané de rotation c, on connaîtra trois 
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poiiitsJe la cin'onfércuoe des Inilcxions : le point m, le point é’ , • 
et le point symétrique du point y par rapport au point c. 

3”. la cycloïde. Le centre m du cercle générateur décri- 
vant une droite parallèle à celle qui est décrite par le centre . - 
instantané de rotation e, la ligne des indexions sera la circon- 
férence décrite sur cm comme diamètre. 

4". la courbe de TVatt. Elle peut èyre engendrée par 
un point d'une droite mobile, dont deux autres points glissent 
sur deux cercles donnés; ou devra donc, pour déterminer 
complètement la circonférence des indexions, appliquer deux 
fois le corollaire du problème résolu dans le n” 3. 

Ces problèmes et plusieurs autres se trouvent résolus dans 
le Mémoire de M. Bresse, ainsi ijue dans un intéressant travail 
de M. Mannbeim sur le même sujet [Journal de l'École Poly- 
technique, cahier)^ 

• Observation . La première partie du théorème compris dans 
le n” 2 constitue une propriété importante- du mouvement 
d’une figure plane, qui a été remîirquée d’abord par- Bobillior. 
[Géométrie, page 270). . ’ * . 


. NOTE IV. 

SUB I.ES LIGNES GÉODÉSIQUES. 


1’. Théorème. Tàute surface sur laquelle on peutatracer 
deux séries fié lignes géodésiques telles, que chaque ligne de 
l’une des séries soit coupée sous un même angle i par toutes 
les lignes de F autre série, est une surface développable. 

Démonstration. Construisons l’indicatrice sphérique abc 
<l’uue' ligne géodésique déterminée ABC de la première série ; 
et les indicatrices «a', /3(3', yy', .••s lignes géodésiques 
AA', BB', CC',..., de la seconde série, lesquelles rencontrent la 
ligne ABC aux points A, B, C, sous rang1e''co/tftao/ i. Imagi- 
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nous, enoulif, dans la surface considérée, une série Adigncs 
à tangentes parallèles ; par exemple, niie série de lignes rie 
nweaii : H Sio\t g g' ... la lijpie sphérique formée parles extrémi- 
tés des rayons de la sphère parallèles aux tangenics de ces 
lignes aux points A, B, C,..., où elles sont rencontrées par la 
ligne ABC. 

Les ares de grand cercle flg«, étant parallèles aux 

plans tangents menés à la surface par les points A, B,..., sont 
normaux à la ligne nùc, ainsi qu'aux indicatrices a*', 
des lignes géodésiques AA', BB',... Ces arcs nx, cy sont 
d’aill eurs égaux entre eux, comme mesurant rinclinaison 
commune i des lignes géodésitjues AA', BIV, C.C' de la seconde 
série sur la ligne particulière ABC de la première série; ils 

sont donc normaux à la ligne a[3y . 
formée par leurs extrémités, comme 
à celle ahc formée par leurs ori^ 
gines. Il résulte de là tjue la ligne 
X(3y est déterminée par la donnée de 
l’angle i et do la ligne abc; ou, in- 
versement, que lu ligne ahc est elle- 
wême. complètement déterminée 
parla donnée de l'angle i et de la 
ligne «(3*/. Or cette dernière est elfectiveinent donnée, puis- 
qu’elle n’est autre chose que la commune enveloppe dos iVir//- 
cnr/vce.c aa', yy',.. relatives aux lignes géodésiques de la ' ■ 

seconde série; l’angle / est aussi donné; et la ligne abc est dé- 
terminée: Toutes les lignes géodésiques de la première série 
ont donc même indicatrice sphérique abc; il en est de même 
«les lignes de la seconde série; et les indicatrices abc, ec^y, 
relatives aux lignes des deux séries, ont même développée 
sphérique. 

Cette circonstance se présente, en effet, dans une surface 
«léveloppable où les deux séries de lignes géodésiques donnent 
naissance, par le dévcloppemi-nt delà surface sur un plan, à 
deux séries de droites parallèles, de telle manière que les tan- 
gentes des lignes de chaque série se trouvent parallèles, après et 
aussi, par suite, avant le développement : et nous allons faire 

<8 
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^\oîr que ce paralIéHsnie ne peut avoii’ lieu que dans une telle 
surface. 

Considérant, en effet, sur des courbes de niveau successives, 
les points A, A,,,.., tels, que les tangentes de ces courbes en ces 
points soient parallèles entre elles; et soit g-, le point de la 
ligne sphérique gg' , servant d’indicatrice à ces courbes de ni- 
veau, qui est l'extrémité du rayon delà sphère parallèle à ces 
tangentes. Soient ABC, A, B, C,,..., les lignes géodésiques de la 
première série passant par les points A, A,,.. ., et aie, a, A, c,,.., 
' leurs indicatrices sphériques, confondues en une même courbe 

a, b, c, ...abc : Menons les arcs de 
grand-cercle ga, gOi, gn, ,... Les 
.plans de ces arcs étant parallèles 
aux plans tangents de la surface en 

A, Al, A aressont normaux 

en a, n,, 0^,..., à la ligue abc. I/arc 
normal .à la ligne abc, pour un nom- 
bre infini de ses points, passe donc toujours par le point g; et 
la ligne abc est un petit cercle de pôle g ; un petit cercle de 
pôle g^•• : ce qui entraîne la coïncidence des points g, g^..., 
ou la réduction de la ligne gg' à un point unique g; auquel 
cas les courbes de niueau sont des droites parallèles., et la 
stuface se réduit à un cylindre. 

Cette' conclusion suppose toutefois que les points 
sont distincts : supposons donc inainlenant que ces points se 
confondent en un seul a, ou que les tangentes en A, A,, Ai,... 
aux lignes géodésiques AB, A, B,, A, B,,.... soient parallèles ; et 
traçons la ligue de contact A A, Aj,.. ., du cylindre circonscrit à 
la surface, et parallèle à la droite AG. \.vs plans tangents à la 
surface, menés par les différents points de celte ligne, seront 
parallèles entre eux, et, par suite, se confondront en un seul : 
celte ligne AA, A, se réduira nécessairement à une ligne droite, 
le long de laquelle la Surface aura même plan tangent ; et 
toutes les droites analogues seront les génératrices d’une sur- 
face développable à laquelle se réduit la surface proposée. 

<• F.uiin, l'on peut supposer encore. que lcs lignes géodési(|ucs 
AlK’. de la prcinière série conlicnneut Ic.s points homologues 
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(les lignes de niveau sueressives, pour lesquels les langenles 
de ees lignes .sont parallèles. Cliaeuiie des ligues ABC est alors 
la courbe de contact d’un cjlindre, circonscrit à la surface, et 
parallèle au rayon de la splière qui aboutit à Tun des points g 
de la ligne gg^ . Les arcs ga, gb, gc sont donc normaux à la 
ligne née qui est un petit cercle de pôle g-, un petit cercle de 
jiôle g'--- ; d’où cette conclusion, déjà obtenue dans une autre 
hypothèse, que la ligne gg' se réduit à un point uni(|ue g, les 
lignes de niveau se réduisant à des droites parallèles, et la 
surface elle-même se réduisant à un cylindre. 

Remarque. Le problème, dont la solution est contenue dans 
le thé-orème précédent, nous a été indiqué par M. Liouville, 
<|ui avait prévu, beaucoup mieux que nous ne l’aurions su 
faire nous-mème, (pie notre méthode s’y prêterait aisément/ 

2. L'éqnation générale des lignes géodésiques d’une surface 
gauche 

(i) rf/ = ±wsiny, 


établie à la page i5i, peut s’appliquer à une surface quel- 
conque : il suffit, en effet, de concevoir que i représente dans 
cette é-quation l’inclinaison de la ligne géodésique considérée, 
en l’un quelconque de scs points, sur la ligne de niveau quf 
passe par le même point; (p désignant le complément de l’in- 
clinaison du plan tangent à la surface sur le plan de la ligne 
de nivcan; et oa l’angle infiniment petit formé par les tan- 
gentes de deux lignes de niveau consécutives, aux points où 
ces lignes sont rencontrées par la ligne géodésique considérée. 
La démonstration est d’ailleurs très-simple, et se déduit de 
l’emploi du triangle gbg\ loclangle en /i. dans lequel le côté 
gh représente la dilférenlielle di. 

Si l’on pose i = constante, ou di = o, l’éipiation (i) se réduit 
à celle-ci : 

(a) b> . sin -f = O. 


Or, on satisfait à cette dernière éijuation ; soit en posant 
sin(p = (); et. dans ce cas, le plan t.ingcnt à la surface, en 
( Incpic point de la ligne g(;odcsiqiic considérée, c^ ^ternejidi- 
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l’ulalre au plan général dos <ourbes de niveau; la surface dé- 
veloppable, circonscrite à la proposée suivant cette ligne, se 
réduit à un cylindre, et la ligne considérée est une hélice tracée 
sur ce cylindre : soft, en posant w = o; et la ligne considérée, 
qui est une trajectoire des courbes de niveau, et qui rencontre 
ces courbes en des points où leurs tangentes sont parallèles, est 
encore une hélice, tracée sur un cylindre parallèle à la com- 
mune direction de ces tangentes. On a donc ce théorème ; 
Toute ligne géodésique, qui rencontre sous un angle constant 
une série de courbes de niveau d'une surface, est une hélice. 


NOTE V. 


Théorème de Meunier. En chaque point o d'une surface, 
le rayon de courbure f/ d'une section oblique est la projec- 
tion, sur le plan de celle section, du rayon de courbure p do 
la section normale correspondante. [Voir pages 186 et 227). 

Démonstration. Que l’on coupe la surface, en effet, par un 
plan parallèle au plan tangent en o, et dont la distance à ce- 
lui-ci soit un infiniment petit du second ordre, oh — e* ; que 
ahb, dh'b' soient les cordes parallèles, déterminées dans la 
courbe résultante par les plans des deux sections, normale et 
oblique, considérées; et que oh, oh' soient perpendiculaires à 
ces cordes : on aura 


ah 

Ho/i 


’ P 


a' h' 
2, oh 


a' h’ 


7; P 


oh 

oh 




D'ailleurs, le rapport ayant pour limite l’unité, coinnu' 
on le reconnaît aisément, la dernière formule peut s’écrire 


, oh 

P = P 


et démontre le théorème énoncé. 
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